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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


รูปภาพจาก : www.pixabay.com


บทที่ 7 การเคลื่อนที่ในสองมิติ

	 มีรูปแบบการเคลื่อนที่ของวัตถุที่พบเห็นได้ในชีวิตประจำวันที่มีความน่าสนใจ 
และพอที่จะอธิบายได้ด้วยความรู้ฟิสิกส์ที่ไม่ซับซ้อนมากนัก  นั่นคือ การเคลื่อนที่แบบ
โพรเจคไทล์ (Projectile Motion)  และการเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอ 
(Uniform Circular Motion)


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




 การเคลื่อนที่ใน 2 มิติ และ 3 มิติ

	 แนวคิดที่สำคัญในการวิเคราะห์การเคลื่อนที่ใน 2 และ 3 มิติ คือ การ
วิเคราะห์แบบแยกองค์ประกอบในแต่ละแกน (วิเคราะห์แบบแยกแกน)  และใช้เวลา 
Δt ร่วมกันในแต่ละแกน


การกระจัด	 s ⃑= Δr	⃑= Δx  + Δy  + Δz 


ความเร็วเฉลี่ย	     va⃑v	=  +  + 


ความเร็วขณะหนึ่ง	      v	⃑ =  +  + 


	      	      v	⃑ = vx  + vy  + vz 




ความเร่งเฉลี่ย	     aa⃑v	=  +  + 


ความเร่งขณะหนึ่ง	      a	⃑ =  +  + 


	              a	⃑ = ax  + ay  + az 


ข้อสังเกต

	 ความเร็วจะมีพฤติกรรมเปลี่ยนทิศทางเข้าหาทิศทางของความเร่ง ดังนั้นใน
กรณีที่วัตถุมีความเร็วขนานกับความเร่ง วัตถุจะเคลื่อนที่เป็นเส้นตรง  แต่ในกรณีที่
วัตถุมีความเร็วไม่ขนานกับความเร่ง วัตถุจะเคลื่อนที่เป็นเส้นโค้ง





i˄ j˄ k˄

Δx
Δt i˄

Δy
Δt j˄ Δz

Δt k˄

dx
dt i˄

dy
dt j˄ dz

dt k˄

i˄ j˄ k˄

Δv 
Δt i˄ Δv 

Δt j˄ Δv 
Δt k˄

dv 
dt i˄ dv 

dt j˄ dv 
dt k˄

i˄ j˄ k˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.1

ที่เวลา 0 s  วัตถุอยู่ที่จุดกำเนิด  และที่เวลา 10.00 s  วัตถุอยู่ที่ตำแหน่ง  
(25.0 m, 25.0 m)  ในช่วงเวลา 0 - 10.00 s  วัตถุดังกล่าวมีความเร็วเฉลี่ยทำ
ทิศทางเอียงทำมุมเทียบกับแกน x  เป็นเท่าใด?


Answer : 45°




\Pinfist\roblem 7.2

ในช่วงเวลา 5.00 s  วัตถุเคลื่อนที่บนระนาบ xy  ด้วยความเร็วเฉลี่ยขนาด 10.0 
m/s  ทำมุม 37°  เทียบกับแกน x  ในช่วงเวลาดังกล่าววัตถุมีการกระจัดเป็น
เท่าใด?


Answer : 40  + 30  m





i˄ j˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.3

ในช่วงเวลา 7.0 s วัตถุเคลื่อนที่บนระนาบ xy ด้วยความเร็วเฉลี่ยขนาด 14 m/s 
ทำมุม 45° เทียบกับแกน x ในช่วงเวลาดังกล่าววัตถุมีการกระจัดขนาดเท่าใด?


Answer : 98 m




\Pinfist\roblem 7.4

วัตถุเริ่มเคลื่อนที่ด้วยความเร็ว 5.00  + 5.00  m/s เมื่อเวลาผ่านไป 3.00 s 

วัตถุมีความเร็วเป็น 8.00  + 2.00  m/s จงหาขนาดและมุมเทียบแกน x ของ
ความเร่งเฉลี่ยของวัตถุ?


Answer : |aa⃑v| = 1.41 m/s², θx = -45.0º and |Δr|⃑ = 98 m 





i˄ j˄

i˄ j˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.5

ที่เวลา 1.0 s  วัตถุมีความเร็วในแนวแกน +x และมีขนาดเท่ากับ 10 m/s  และที่
เวลา 3.0 s  วัตถุจะมีความเร็วขนาดเท่าใด  ถ้าในช่วงเวลาดังกล่าววัตถุมีความเร่ง
เฉลี่ยขนาดเป็น 5.0 m/s² ในทิศ +y?


Answer : 14 m/s




\Pinfist\roblem 7.6

วัตถุเคลื่อนที่จากหยุดนิ่งบนระนาบ xy ด้วยความเร่งคงที่ 4.00 m/s² ในแกน x 
และ 2.00 m/s² ในแกน y    เมื่อเวลาผ่านไป 4.00 s  จงหาความเร็วและ
การกระจัดของวัตถุดังกล่าว?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : v ⃑= 16.0  + 8.00  m/s and s ⃑= 32.0  + 16.0  m




\Pinfist\roblem 7.7

วัตถุเคลื่อนที่ในระนาบ xz  ด้วยความเร่งคงที่  โดยเริ่มต้นวัตถุอยู่ที่จุดกำเนิด     
มีความเร็วในแกน x  เท่ากับ 4.00 m/s  และมีความเร็วในแกน z เท่ากับ 2.00 
m/s  เมื่อเวลาผ่านไป 2.00 s  วัตถุไปอยู่ที่ตำแหน่ง (14.0 m, 0 m, 12.0 m)  
จงหาขนาดความเร่งของวัตถุดังกล่าว?


Answer : 5.00 m/s²





i˄ j˄ i˄ j˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.8

วัตถุเคลื่อนที่จากจุดกำเนิดด้วยความเร่งคงที่ขนาด 9.80 m/s² ในทิศ -y  โดยวัตถุ
ดังกล่าวมีความเร็วต้น 9.80  + 9.80  m/s จงหาการกระจัดของวัตถุดังกล่าว
ขณะที่วัตถุอยู่ในตำแหน่ง y = 0 m?


Answer : 19.6  m





i˄ j˄

i˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.9

ยิงอนุภาคตัวหนึ่งเคลื่อนที่ไปในแนวดิ่งด้วยความเร็วต้น u ซึ่งอนุภาคดังกล่าวตกอยู่ใน
สนามโน้มถ่วงทำให้เคลื่อนที่ด้วยความเร่งคงที่ a เอียงลงทำมุม θ กับแนวดิ่ง  
อนุภาคดังกล่าวจะกลับมายังระดับเดียวกับที่ยิง โดยห่างจากจุดที่ยิงเป็นระยะเท่าใด?


Answer : 





2u²sinθ
acos²θ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา



7 - 
9

การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.10 Challenge

วัตถุมีเวกเตอร์บอกตำแหน่ง    ในหน่วย m

a) จงหาการกระจัดในช่วง 0 - 4.00 s?

b) จงหาความเร็วเฉลี่ยในช่วง 0 - 4.00 s?

c) จงหาความเร็ว ณ เวลา 4.00 s?

d) จงหาความเร่ง ณ เวลา 4.00 s?


Answer : a) 64.0  + 20.0  m, b) 16.0  + 5.00  m/s,  


c) 32.0  + 5.00  m/s and d) 8.00  m/s²





r ⃑= 4t² i˄  + 5t j˄  + 6 k˄

i˄ j˄ i˄ j˄

i˄ j˄ i˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.11 Challenge

วัตถุเคลื่อนที่ด้วยความเร็วตามสมการ    ในหน่วย m/s  
โดยที่เวลา t = 0 s  วัตถุดังกล่าวอยู่ที่ตำแหน่ง (0 m, -4.00 m)

a) จงหาสมการความเร่งของวัตถุที่เวลาใดๆ?

b) จงหาสมการตำแหน่งของวัตถุที่เวลาใดๆ?

c) จงหาความเร็วเฉลี่ยในช่วง 1.00 - 2.00 s?

d) จงหาว่าวัตถุจะอยู่บนแกน y พอดีที่เวลาเท่าใด?


v ⃑= (6t² - 8) i˄  + 2t j˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา



7 - 
11

การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : a) 12t  + 2  m/s², b) (2t3 - 8t)  + (t2 - 4)  m,  


c) 6.00  + 3.00  m/s and d) 0, ±2.00 s





i˄ j˄ i˄ j˄

i˄ j˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.12 Challenge

วัตถุสองชิ้นเชื่อมต่อกันด้วยแท่งวัตถุเบามากๆ ยาว L ซึ่งมีรูปร่างคงตัวตลอดการ
เคลื่อนที่  ถ้าวัตถุชิ้นที่ 1  ถูกวางไว้บนรางในแกน y  และวัตถุชิ้นที่ 2  ถูกวางไว้
บนรางในแนวแกน x  ในขณะที่วัตถุชิ้นที่ 2 มีความเร็วขนาด v  และแท่งวัตถุเอียง
ทำมุม θ  ดังรูปด้านล่าง  จงหาว่าวัตถุชิ้นที่ 1 จะมีความเร็วขนาดเท่าใด?


Answer : vcotθ





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

y

x
 v

θ

 Lวัตถุ 1
วัตถุ 2
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.13 Challenge

วัตถุเคลื่อนที่บนระนาบ xy ด้วยความเร่งคงที่ a  ตามแนวแกน y  และมีสมการเส้น
ทางการเคลื่อนที่เป็น y = αx² + βx  เมื่อ α และ β เป็นค่าคงที่ซึ่งมากกว่าศูนย์  
จงหาอัตราเร็วของวัตถุที่จุดกำเนิด?


Answer : 





(1 + β²)a
2α

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





  ทบทวนการเคลื่อนที่แบบสัมพัทธ์

    	 xAB  คือ ปริมาณ x ของ A เทียบกับ B (ปริมาณ x ซึ่ง B สังเกต A)

    	 rA⃑B  คือ ตำแหน่งของ A เทียบกับ B (ตำแหน่งซึ่ง B สังเกต A)

   	 ΔrA⃑B  คือ การกระจัดของ A เทียบกับ B (การกระจัดซึ่ง B สังเกต A)

    	 vA⃑B  คือ ความเร็วของ A เทียบกับ B (ความเร็วซึ่ง B สังเกต A)

    	 aA⃑B  คือ ความเร่งของ A เทียบกับ B (ความเร่งซึ่ง B สังเกต A)








	 


	 xA⃑B = -xB⃑A  เนื่องจากเวกเตอร์มีขนาดเท่ากัน แต่มีทิศตรงข้ามกัน


ในกรณีมีผู้สังเกตเพิ่มขึ้นจะมีความสัมพันธ์ได้เป็น xA⃑E = xA⃑B + xB⃑C + xC⃑D + xD⃑E





จากรูปด้านบน จะได้  r ⃑ = r ⃑ + r ⃑
dr ⃑
dt

 = 
dr ⃑
dt

 + 
dr ⃑
dt

v ⃑ = v ⃑ + v ⃑
dv ⃑
dt

 = 
dv ⃑
dt

 + 
dv ⃑
dt

a ⃑ = a ⃑ + a ⃑

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.14

เรือลำหนึ่งต้องการข้ามแม่น้ำซึ่งกว้าง 200 m  จากท่าน้ำในทิศตะวันตกไปยังท่าน้ำ
ในทิศตะวันออก  ถ้าเรือดังกล่าวหันหัวเรือชี้ไปทางทิศตะวันออกและทำอัตราเร็วเทียบ
กับน้ำได้ 4.00 m/s  และขณะนั้นกระแสน้ำมีความเร็ว 3.00 m/s ไหลจากทิศ
เหนือไปยังทิศใต้

a) คนบนท่าเรือจะเห็นเรือมีอัตราเร็วเท่าใด?

b) เรือดังกล่าวเคลื่อนที่เอียงทำมุมกับหัวเรือเท่าใด?

c) เรือจะใช้เวลาเคลื่อนที่ทั้งหมดเท่าใด?


Answer : a) 5.00 m/s, b) 36.9° and c) 50.0 s





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.15

เครื่องบินโดยสารเคลื่อนที่ด้วยความเร็วเทียบกับอากาศขนาด 900 km/hr  ถ้าใน
ขณะนั้นอากาศมีความเร็วขนาด 72 km/hr  เคลื่อนที่ตั้งฉากกับเครืื่องบินพอดี  
เครื่องบินลำดังกล่าวจะเคลื่อนที่เอียงทำมุมกับหัวเครื่องบินเท่าใด?


Answer : 4.6°




\Pinfist\roblem 7.16

ผู้สังเกตกำลังเคลื่อนที่ในแนวราบด้วยอัตราเร็ว u เทียบกับโลก  และสังเกตเห็นว่าฝน
ตกลงมาทำมุม θ กับแนวดิ่งเข้าหาผู้สังเกต  แต่ถ้าผู้สังเกตหยุดนิ่งจะเห็นว่าฝนตกลง
มาในแนวดิ่ง  จงหาว่าความเร็วของฝนเทียบกับโลกเป็นเท่าใด?


Answer : ucotθ





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


การเคลื่อนที่แบบโพรเจคไทล์ (Projectile Motion)




 การเคลื่อนที่แบบโพรเจคไทล์ (Projectile Motion)

	 แนวคิดที่ใช้ในการอธิบายการเคลื่อนที่แบบโพรเจคไทล์ คือ การแยกองค์
ประกอบของเวกเตอร์ในแบบเดียวกับการเคลื่อนที่แบบ 2 มิติ ซึ่งการวิเคราะห์แบบ
แยกองค์ประกอบนี้เหมือนกับเป็นการพิจารณาภาพฉายเงา(Projection) ของเวกเตอร์
มายังแกนหลัก (x y และ z)


	 ในกรณีการเคลื่อนที่แบบโพรเจคไทล์อย่างง่าย (เคลื่อนที่ภายใต้แรงโน้ม
ถ่วงเท่านั้น) เงาของวัตถุบนแกนนอนจะเคลื่อนที่แบบความเร็วคงที่  และเงาของวัตถุบน
แกนตั้งจะเคลื่อนที่แบบการตกอย่างอิสระ


ข้อสังเกต

	 ความเร็วของวัตถุที่จุดสูงสุดของการเคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์มีค่าไม่เป็น
ศูนย์ แต่มีค่าเท่ากับความเร็วในแนวระดับ





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

u

θ ucosθ

usinθ

g

vx = ucosθ

vy = 0
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


	 พิจารณาวัตถุเริ่มเคลื่อนที่ด้วยความเร็วต้นขนาด u ทำมุม θ กับแนวระดับ 
โดยไม่คำนึงถึงแรงต้านอากาศ และกำหนดให้ค่าความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของ
โลกมีขนาดเท่ากับ g  และวัตถุตกกลับมาในระดับเดียวกับตอนเริ่มต้นเคลื่อนที่


จาก          v²	= u² + 2a⋅⃑s
⃑

             v²	= u² + 2(-g )⋅(0)	 ; a ⃑= -g  และ s ⃑= 0 m


             v²	= u²


             v	 = u


∴ อัตราเร็วขาขึ้นกับขาลงของวัตถุจะเท่ากันที่ระดับความสูงเท่ากัน


จาก uy = usinθ, ux = ucosθ, y = 0 และ a = -g


จาก           y	= uyt + ayt²


              0	= utsinθ + (-g)t²


              t	= 0, 


∴            t	 = 


จาก           x	= uxt


              x	= utcosθ


              x	= 


              x	= 	 ; sin(θ+θ) = sinθcosθ + sinθcosθ


j˄ j˄

1
2

1
2

2usinθ
g

2usinθ
g

2u²sinθcosθ
g

u²sin2θ
g

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


x จะมีค่ามากสุดเมื่อ sin2θ มีค่ามากสุด


จะได้             sin2θ	= 1


                    2θ	= 90°


                     θ	= 45°


∴ ยิงวัตถุแบบโพรเจกไทล์ด้วยมุม 45º วัตถุจะไปตกไกลสุดที่ระดับเดียวกับที่เริ่มยิง
วัตถุนั้น


	 พิจารณาการยิงวัตถุที่ระดับเดียวกัน ด้วยอัตราเร็วเริ่มต้น u เท่ากัน แต่ยิง
ด้วยมุมต่างกัน คือ θ₁  และ θ₂ ภายใต้เงื่อนไข θ₁ + θ₂ = 90°


จาก          x₁	= 


             x₁	= 	 	 ; θ₁ + θ₂ = 90°


             x₁	= 


             x₁	= 


             x₁	= 


             x₁	= x₂	 	 	 	 ; x = 


∴ ยิงวัตถุแบบโพรเจกไทล์ด้วยคู่มุมที่มีผลรวมเท่ากับ 90º วัตถุจะไปตกที่ระยะเท่า
กันในระดับแนวที่ยิงวัตถ
ุ

u²sin2θ₁
g

u²sin2(90° - θ₂)
g

u²sin(180° - 2θ₂)
g

u²(sin(180°)cos(2θ₂) - sin(2θ₂)cos(180°))
g

u²sin2θ₂
g

u²sin2θ
g

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




ข้อสังเกต

	 ความเร็วของวัตถุที่จุดสูงสุดของการเคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์มีค่าไม่เป็น
ศูนย์ แต่มีค่าเท่ากับความเร็วในแนวระดับ

	 การเคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์  อัตราเร็วขาขึ้นกับขาลงของวัตถุจะเท่ากันที่
ระดับความสูงเท่ากัน

	 ยิงวัตถุแบบโพรเจกไทล์ด้วยมุม 45º วัตถุจะไปตกไกลสุดที่ระดับแนวที่ยิง
วัตถุเท่านั้น  ถ้าเป็นระยะที่สูงกว่าหรือต่ำกว่าระดับแนวที่ยิงวัตถุ  วัตถุจะตกไกลสุดที่
มุมยิงที่ไม่ใช่ 45º

	 ยิงวัตถุแบบโพรเจกไทล์ด้วยคู่มุมที่มีผลรวมเท่ากับ 90º วัตถุจะไปตกที่
ระยะเท่ากันในระดับแนวที่ยิงวัตถุ แต่อาจใช้เวลาในการเคลื่อนที่ไม่เท่ากัน







\Pinfist\roblem 7.17

โยนวัตถุด้วยความเร็วต้นขนาด u ทำมุม θ กับแนวระดับ ที่จุดสูงสุดของการเคลื่อนที่
วัตถุจะมีความเร็วเป็นเท่าใด?


Answer : ucosθ 





i˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.18

ปาวัตถุออกไปด้วยความเร็วต้น u โดยทำมุม θ กับแนวดิ่ง  ถ้าพิจารณาวัตถุ
เคลื่อนที่ภายใต้แรงโน้มถ่วงเท่านั้น  เมื่อวัตถุเคลื่อนที่ไปถึงจุดสูงสุด  วัตถุจะมีขนาด
ความเร่ง และขนาดความเร็วเป็นเท่าใด?


Answer : |a|⃑ = g and |v|⃑ = usinθ




\Pinfist\roblem 7.19

โยนวัตถุจากหน้าผาด้วยเอียงขึ้น 30º เทียบกับแนวระดับ  เพื่อให้โดนเป้าหมายซึ่ง
มองเห็นได้จากมุมที่กดลง 45º เทียบกับแนวระดับ ถ้าวัตถุเคลื่อนที่ไปยังเป้าหมาย
ภายในเวลา 10 s และความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลกเท่ากับ 10 m/s²  
จงหาขนาดความเร็วต้นของวัตถุดังกล่าว?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer :  m/s




\Pinfist\roblem 7.20

ยิงวัตถุด้วยความเร็วต้น 22.4 m/s  ออกไปจากยอดตึกซึ่งสูงจากพื้น 102 m  
โดยยิงทำมุม 37.0° กับแนวระดับ

a) วัตถุจะตกถึงพื้นไกลจากยอดตึกเท่าใด?

b) วัตถุจะตกถึงพื้นด้วยความเร็วขนาดเท่าใด?


100
1 +  3

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : a) 150 m and b) 50.0 m/s




\Pinfist\roblem 7.21

เครื่องบินเคลื่อนที่ในแนวระดับด้วยความเร็วคงที่สูงจากพื้น 1,125 m  พบเป้าหมาย
อยู่หลังภูเขาสูงชัน ดังรูปด้านล่าง  ความเร็วของเครื่องบินดังกล่าวต้องมีขนาดเท่าใดจึง
จะส่งวัตถุไปยังเป้าหมายได้พอดี (กำหนดให้ค่าความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลก 
เท่ากับ 10 m/s²)?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

🚁

200 m

625 m
1,125 m

เป้าหมาย

u = ?
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 40 m/s




\Pinfist\roblem 7.22

ขว้างวัตถุทำมุม 45º เทียบกับแนวระดับ  ปรากฏว่าวัตถุเคลื่อนที่ข้ามกำแพงซึ่งสูง 
10 m  ซึ่งอยู่ห่างจากตำแหน่งที่ขว้างวัตถุเป็นระยะ 60 m ได้พอดี จุดสูงสุดในการ
เคลื่อนที่ของวัตถุดังกล่าวอยู่สูงจากพื้นเท่าใด (กำหนดให้ค่าความเร่งเนื่องจากแรงโน้ม
ถ่วงของโลก เท่ากับ 10 m/s²)?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 18 m





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.23

วัตถุเคลื่อนที่ด้วยความเร็วต้น ux  + uy    จงแสดงว่าเมื่อวัตถุเคลื่อนที่กลับมาใน
แนวระดับเดิมกับตำแหน่งเริ่มต้น  วัตถุจะอยู่ห่างจากตำแหน่งเริ่มต้นเป็นระยะ       
x = 2uxuy/g?




\Pinfist\roblem 7.24

วัตถุเคลื่อนที่จากพื้นโดยมีผลคูณของความเร็วต้นในแกน x และแกน y เท่ากับ 
96.04 m²/s² เมื่อวัตถุตกกลับมายังพื้น  วัตถุจะอยู่ห่างจากตำแหน่งเริ่มต้นเคลื่อนที่
เท่าใด?


Answer : 19.60 m





i˄ j˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.25

เมื่อวัตถุเคลื่อนที่ด้วยความเร็วต้นขนาด u ทำมุม θ กับแนวระดับ ภายใต้ความเร่ง
เนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลกขนาด g  จงแสดงว่าการกระจัดตามแนวดิ่ง (y) 

สัมพันธ์กับการกระจัดตามแนวราบ (x)  ตามสมการ y = xtanθ - ?


Answer : xtanθ - 




\Pinfist\roblem 7.26

ในการโยนวัตถุขึ้นไปด้วยความเร็วเท่่ากันแต่มีมุมเทียบกับแนวระดับต่างกัน 3 มุม คือ 
15°, 60° และ 80°  ถ้าวัตถุตกกลับมายังระดับเดียวกับที่โยนออกไป  จงเรียง
ลำดับมุมที่ทำให้ระยะห่างระหว่างจุดเริ่มโยนกับจุดที่วัตถุตกลงมาจากน้อยไปมาก?


gx²
2u²cos²θ

gx²
2u²cos²θ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : x80º < x15º < x60º




\Pinfist\roblem 7.27

วัตถุสองชิ้นถูกยิงขึ้นไปด้วยความเร็วขนาด u เท่ากัน โดยชิ้นที่ 1 ยิงทำมุม θ เทียบ
กับแนวระดับ และชิ้นที่ 2 ยิงทำมุม 90º - θ เทียบกับแนวระดับ ถ้า h₁ และ h₂ 
เป็นระยะสูงสุดในการเคลื่อนที่ของวัตถุชิ้นที่ 1 และ 2 ตามลำดับ  จงหา h₁ : h₂?


Answer : tan²θ





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.28

ขว้างวัตถุขึ้นไปในแนวดิ่งได้ระยะสูงสุด cg เมื่อ c คือ ค่าคงที่ซึ่งมากกว่าศูนย์  ถ้า
ขว้างวัตถุเดิมด้วยความเร็วต้นขนาดเท่าเดิม โดยขว้างแบบโพรเจกไทล์  วัตถุจะตกถึง
พื้นไกลสุดเป็นระยะเท่าใด?


Answer : 2cg





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.29

ต้องขว้างวัตถุแบบโพรเจกไทล์ด้วยความเร็วน้อยสุดขนาดเท่าใด  เพื่อให้วัตถุตกถึง
พื้นในระดับเดียวกับที่ขว้างวัตถุและไกลจากตำแหน่งที่ขว้างเป็นระยะ cg เมื่อ c คือ 
ค่าคงที่ซึ่งมากกว่าศูนย์?


Answer : g 





c

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.30

ดันวัตถุมวล 100 g กดสปริงซึ่งมีค่าคงที่ของสปริงเท่ากับ 1,000 N/m เป็นระยะ 
5.00 cm  ณ จุดดังกล่าววัตถุอยู่สูงจากระดับพื้นเท่ากับ 35.0 cm เมื่อปล่อยวัตถุ
ทำให้สปริงดีดวัตถุออกจากรางลื่นซึ่งเอียงทำมุม 30º กับแนวระดับ ถ้าวัตถุเคลื่อนที่
ในรางเป็นระยะเท่ากับระยะที่กดสปริงเข้าไปพอดี  การกระจัดของวัตถุจากจุดที่เริ่ม
ปล่อยวัตถุจนวัตถุถึงพื้นมีขนาดเป็นเท่าใด?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 2.75 m




\Pinfist\roblem 7.31

ถ้าไม่คิดแรงต้านอากาศ ต้องโยนวัตถุแบบโพรเจคไทล์ทำมุมเท่าใดกับแนวราบ  เพื่อ
ให้วัตถุเคลื่อนที่โดยมีระยะห่างในแนวราบเท่ากับ x และระยะสูงสุดในแนวดิ่งเท่ากับ 
h  เมื่อตำแหน่งที่เริ่มโยนวัตถุกับตำแหน่งที่วัตถุตกถึงพื้นอยู่ในระดับเดียวกันพอดี?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา



7 - 
33

การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : tan-1( )




\Pinfist\roblem 7.32

ถ้าไม่คิดแรงต้านอากาศ  ต้องโยนวัตถุแบบโพรเจคไทล์ทำมุมเท่าใดกับแนวราบ  
เพื่อให้วัตถุเคลื่อนที่โดยมีระยะสูงสุดในแนวดิ่งเท่ากับระยะห่างในแนวราบ เมื่อ
ตำแหน่งที่เริ่มโยนวัตถุกับตำแหน่งที่วัตถุตกถึงพื้นอยู่ในระดับเดียวกันพอดี?


Answer : 76º





4h
x

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.33

กำแพงสูง 10 m และอยู่ห่างจากจุดที่โยนวัตถุเป็นระยะ 20 m  จะต้องโยนวัตถุ
ด้วยความเร็วต้นขนาดเท่าใด  เพื่อให้วัตถุข้ามกำแพงดังกล่าวได้พอดี?


Answer : 





40g

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.34

ยิงวัตถุออกไปในแนวระดับด้วยความเร็วต้น u  จากบนสุดของบันได  โดยบันได
แต่ละขั้นกว้าง ℓ  และสูง ℓ  ดังรูปด้านล่าง  จงหาว่าวัตถุจะตกกระทบกับบันไดครั้ง
แรกคือขั้นที่เท่าใด?


Answer : 





2u²
gℓ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

u
ขั้น 1

ขั้น 2

ขั้น n

g

x = nℓ

y = -nℓ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.35

ยิงวัตถุด้วยความเร็วต้นขนาด u ทำมุม θ  กับแนวระดับ  ห่างจากต้นไม้เป็นระยะ ℓ  
ถ้าต้องการให้วัตถุนี้ข้ามต้นไม้ไปได้  ต้นไม้ดังกล่าวจะต้องสูงไม่เกินเท่าใด?


Answer : ℓtanθ - 





gℓ²
2u²cos²θ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.36


ขว้างวัตถุให้เคลื่อนที่แบบโพรเจคไทล์  พบว่าอัตราเร็วที่จุดสูงสุดเท่ากับ  เท่า

ของอัตราเร็วเมื่อวัตถุอยู่ที่ครึ่งหนึ่งของความสูงที่สุดของการเคลื่อนที่  ต้องขว้างวัตถุดัง
กล่าวเท่ามุมเท่าใดเทียบกับแนวระดับ?


Answer : 60º





2
5

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา



7 - 
39

การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.37

ยิงวัตถุออกไปด้วยความเร็วต้น u  ในแนวระดับจากยอดของพื้นเอียงซึ่ง สูงมากๆ  
ถ้าพื้นเอียงดังกล่าวเอียงทำมุม φ  กับแนวระดับดังรูปด้านล่าง  จงหาว่าวัตถุจะ
ตกกระทบพื้นเอียงห่างจากจุดที่ยิงวัตถุออกไปเป็นระยะเท่าใด?


Answer : 





2u²tanφ
gcosφ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

g
r = ?

φx

y

u
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.38

ยิงวัตถุออกไปจากยอดของพื้นเอียงซึ่งสูงมากๆ ด้วยความเร็วต้น u ทำมุม θ เทียบกับ  
ถ้าพื้นเอียงดังกล่าวเอียงทำมุม φ  กับแนวระดับดังรูปด้านล่าง  จงหาว่าวัตถุจะ
ตกกระทบพื้นเอียงห่างจากจุดที่ยิงวัตถุออกไปเป็นระยะเท่าใด?


Answer : 





2u²(tanφ + tanθ)
gcosφ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

g
r = ?

φx

y

u
θ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.39

ยิงวัตถุด้วยความเร็วต้น u ทำมุม θ กับแนวพื้นเอียง  และพื้นเอียงดังกล่าวทำมุม φ  
กับแนวระดับดังรูปด้านล่าง  จงหาว่าวัตถุจะตกบนพื้นเอียงห่างจากจุดที่เริ่มยิงวัตถุเป็น
ระยะเท่าใด?


Answer : 





2u²sinθ(cosθ - sinθtanφ)
gcosφ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

gr = ?
θ

u

φ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.40

เชื้อเพลิงทำให้วัตถุเริ่มเคลื่อนที่จากหยุดนิ่งด้วยความเร่งคงที่ a  และทำมุม θ  กับ
แนวราบ  หลังจากผ่านไปเป็นเวลา t เชื้อเพลิงได้หมดลง  วัตถุดังกล่าวจะเคลื่อนที่
ไปได้สูงสุดเท่าใด?


Answer : 





at²sinθ(g + asinθ)
2g

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.41

ยิงวัตถุชิ้นที่ 1 จากพื้นราบด้วยความเร็วต้น u  ทำมุม θ เทียบกับพื้นราบ ไปยังวัตถุ
อีกชิ้นที่ 2 ซึ่งอยู่ห่างเป็นระยะ ℓ  และกำลังเคลื่อนที่ตรงเข้ามาตามพื้นราบด้วย
ความเร็วคงที่  ถ้าวัตถุชิ้นที่ 1 ชนกับวัตถุชิ้นที่ 2 พอดี  ความเร็วของวัตถุชิ้นที่ 2 
ก่อนโดนชนมีขนาดเป็นเท่าใด?


Answer : 





gℓ - u²sin2θ
2usinθ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.42

วัตถุชิ้นที่ 1 เคลื่อนทีด่้วยความเร็วต้น u โดยเอียงทำมุม θ เทียบกับพื้น  และวัตถุ
ชิ้นที่ 2 เคลื่อนที่จากหยุดนิ่งมาตามพื้นด้วยความเร่งคงที่  ถ้าวัตถุทั้งสองชิ้นมาชนกัน
พอดี  ถ้าเริ่มต้นวัตถุชิ้นที่ 1 และวัตถุชิ้นที่ 2 ห่างกันเป็นระยะเท่ากับ ℓ  ขนาด
ความเร่งของวัตถุชิ้นที่ 2 เป็นเท่าใด?


Answer : 





g(gℓ - 2u²sinθcosθ)
2u²sin²θ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.43

วัตถุชิ้นที่ 1 ถูกปล่อยลงมาจากความสูง 2h พร้อมกับวัตถุชิ้นที่ 2 ที่ถูกขว้างขึ้นไป
จากความสูง h ด้วยความเร็วต้นขนาด u และเอียงทำมุม θ กับแนวระดับ ถ้าวัตถุทั้ง
สองตกถึงพื้นพร้อมกัน  จงหาเวลาที่วัตถุทั้งสองใช้ในการเคลื่อนที่ ในรูปของ u, θ 
และ g?


Answer : 





4usinθ
g

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.44

วัตถุสองชิ้นอยู่ห่างกัน L  ถูกยิงเข้าหากัน  โดยวัตถุชิ้นที่หนึ่งถูกยิงด้วยความเร็วขนาด 
u₁ เอียงทำมุม θ₁ กับแนวระดับ  และวัตถุชิ้นที่สองถูกยิงด้วยความเร็วขนาด u₂ 
เอียงทำมุม θ₂ กับแนวระดับ  ถ้าวัตถุทั้งสองถูกยิงจากระดับเดียวกันและออกมาพร้อม
กันพอดี  นับตั้งแต่เริ่มยิงจนวัตถุทั้งสองชนกันจะต้องใช้เวลาในการเคลื่อนที่เท่าใด?


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.45

เล็งปืนเป็นแนวเส้นตรงไปยังกระป๋องซึ่งอยู่ห่างออกไปเป็นระยะ L  ดังรูปด้านล่าง  
เมื่อเริ่มยิงปืนความเร็วต้นเท่ากับ u  กระป๋องนั้นได้ร่วงลงมาทันที  ถ้าการยิงดังกล่าว
ทำให้ลูกกระสุนปืนเข้าชนกับกระป๋องพอดี  ลูกปืนจะชนเมื่ิอกระป๋องร่วงลงมาเป็นระยะ
เท่าใด?


L
u₁cosθ₁ + u₂cosθ₂

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

u g

y = ?L

🛢

🔫
💥
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 





gL²
2u²

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.46

เครื่องบินยิงวัตถุออกไปตามแนวราบด้วยอัตราเร็ว 10 m/s  เมื่อวัตถุถึงจุดที่ 1 มี
ความเร็วขนาด 20 m/s  เมื่อวัตถุถึงจุดที่ 2 มีความเร็วขนาด 30 m/s  
อัตราส่วนความเร็วในแนวดิ่งของวัตถุในจุดที่ 2 ต่อจุดที่ 1 เป็นเท่าใด?


Answer : 2 





2
3

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.47

ปล่อยวัตถุมวล m เคลื่อนที่จากจุด A ลงมาตามพื้นลื่นถึงจุด B  และเคลื่อนที่จากจุด 
B ไปยังจุด C ซึ่งมีสัมประสิทธิ์ความเสียดทานจลน์เท่ากับ μ  และเคลื่อนที่จากจุด C 
ไปยังจุด D ดังรูปด้านล่าง  ระยะ x เป็นเท่าใด?


Answer : 





h(H - μℓ)

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

H
ℓ

mA

B

C

D

μ h

x = ?
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.48

สปริงเบายึดติดกับกำแพงและวางตัวในแนวราบบนหน้าผาลื่นไร้แรงเสียดทานซึ่งสูงจาก
พื้นด้านล่างเป็นระยะ h  เมื่อกดสปริงเข้าไปเป็นระยะ x₁ สปริงจะดันวัตถุให้ตกห่าง
จากฐานหน้าผาเป็นระยะ L  ถ้าต้องการให้วัตถุตกห่างจากเดิมเพิ่มขึ้นอีก ℓ  จะต้อง
กดสปริงเป็นระยะเท่าใด?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 





x₁(L + ℓ)
L

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.49

วัตถุมวล 10.0 kg ถูกปล่อยให้ตกลงจากหน้าผาสูง 19.6 m  โดยในขณะที่วัตถุ
กำลังตกลงมาได้มีกระแสลมทำให้เกิดแรงคงที่ขนาด 56.6 N ในแนวระดับ  วัตถุจะ
ถึงพื้นห่างจากขอบหน้าผาเป็นระยะเท่าใด?


Answer : 22.6 m





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.50

วัตถุมวล m  ตกจากหน้าผาสูงมีลมพัดทำให้เกิดแรงคงที่ขนาด F ในทิศเอียงลงทำ
มุม θ กับแนวระดับ  จงหาอัตราส่วนของระยะการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง (y) ต่อระยะ
การเคลื่อนที่ในแนวราบ (x) ของวัตถุดังกล่าว?


Answer : 





Fsinθ + mg
Fcosθ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.51

วัตถุมวล m  แขวนด้วยเชือกเบายาว ℓ  ทำการดึงมวล m ให้เชือกตึงและสูงจาก
โต๊ะเป็นระยะ H  เมื่อปล่อยมวล m  ทำให้มวล m เข้าชนมวล M ซึ่งอยู่นิ่งที่ขอบ
โต๊ะ  โดยขณะที่ชน มวล m อยู่ในจุดต่ำสุดพอดี  หลังการชนปรากฏว่ามวล m 
แกว่งกลับขึ้นมาสูง h และมวล M กระเด็นตกถึงพื้นห่างจากขาโต๊ะเป็นระยะ H  ถ้า
โต๊ะดังกล่าวสูงจากพื้นเป็นระยะ H  การชนดังกล่าวเกิดการสูญเสียพลังงานเท่าใด?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.52

ยิงวัตถุมวล 4.0 kg ด้วยความเร็วต้น 50 m/s ทำมุม 37º กับแนวระดับ  เมื่อ
วัตถุขึ้นไปถึงจุดสูงสุดจึงเกิดการระเบิดออกเป็น 2 ส่วน ส่วนแรกมีมวล 3.0 kg มี
ความเร็วตามแนวราบด้วยความเร็วขนาด 30 m/s และส่วนที่สองมีมวล 1.0 kg จะ
มีความเร็วขนาดเท่าใด?


Answer : 70 m/s





g((4m - M)H - 4mh)
4

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.53

ยิงวัตถุด้วยความเร็วต้น u ทำมุม θ กับแนวระดับ  เมื่อขึ้นไปถึงจุดสูงสุด วัตถุได้
ระเบิดออกเป็นสองชิ้นซึ่งมีมวลขนาดเท่ากัน  ถ้าชิ้นที่หนึ่งตกลงมาในแนวดิ่งพอดี และ
ชิ้นที่สองเคลื่อนที่ต่อไปในแนวระดับ  ชิ้นที่สองจะตกถึงพื้นห่างจากจุดที่เริ่มยิงวัตถุ
เท่าใด?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 





3u²sinθcosθ
g

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.54

ถ้านกกำลังคาบหนอนบินไปตามแนวราบความเร็วคงที่ v  ทันทีเมื่อได้ยินเสียงปืน  
นกดังกล่าวเกิดตกใจอาปากจนหนอนร่วงลงมา แต่นกยังคงบินต่อไปด้วยความเร็วคงที
่
a) นกจะเห็นหนอนเคลื่อนที่อย่างไร?

b) หนอนจะเห็นนกเคลื่อนที่อย่างไร?

c) คนซึ่งอยู่นิ่งบนโลกจะเห็นหนอนเคลื่อนที่อย่างไร?


Answer : a) นกจะเห็นหนอนเคลื่อนที่แบบตกอย่างอิสระจากหยุดนิ่ง,


b) หนอนจะเห็นนกเคลื่อนที่ขึ้นจากหยุดนิ่งด้วยความเร่งคงที่ g


and c) คนซึ่งอยู่นิ่งบนโลกจะเห็นหนอนเคลื่อนที่แบบโพรเจคไทล์อย่างง่ายด้วย
ความเร็วต้น v ขนานกับพื้นโลก
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.55

เด็กคนหนึ่งโยนวัตถุด้วยความเร็วต้น 20 m/s  โดยเอียงทำมุม 60º กับแนวระดับ 
เด็กคนดังกล่าวจะต้องวิ่งในแนวระดับด้วยความเร็วคงที่เท่าใดจึงจะรับวัตถุได้พอดีก่อน
ที่วัตถุจะตกถึงพื้น?


Answer : 10 m/s




\Pinfist\roblem 7.56

รถคันหนึ่งเคลื่อนที่บนพื้นราบด้วยความเร่งคงที่ และยิงวัตถุทำมุม θ เทียบกับแนวราบ 
(เมื่อสังเกตจากรถคันดังกล่าว) ปรากฏว่าวัตถุดังกล่าวตกกลับมาที่รถได้พอดี  จงหา
ขนาดความเร่งของรถดังกล่าว?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : gcotθ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.57

ลูกโป่งกำลังเคลื่อนที่ขึ้นจากพื้นด้วยความเร็วคงที่ขนาด 4.90 m/s  เมื่อลูกโป่ง
เคลื่อนที่ไป 2.00 s  ได้มีระเบิดขนาดเล็กมากๆ ถูกดีดออกมาในแนวระดับด้วย
ความเร็วขนาด 7.76 m/s  ขณะที่ระเบิดดังกล่าวตกถึงพื้น  ลูกโป่งจะอยู่ห่างจาก
ระเบิดเท่าใด?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 25.0 m




\Pinfist\roblem 7.58

เครื่องบินลำหนึ่งเคลื่อนทีด่้วยอัตราเร็วคงที่ เอียงลงทำมุม 53.0° กับแนวดิ่ง  วัตถุ
หนึ่งหลุดลงมาขณะที่เครื่องบินอยู่สูงจากพื้น 730 m วัตถุนี้เคลื่อนที่เป็นเวลา 5.00 s  
จึงตกถึงพื้น  จงหาอัตราเร็วของเครื่องบินและวัตถุ ขณะที่วัตถุกระทบพื้น?
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : อัตราเร็วของเครื่องบินเท่ากับ 202 m/s 


and อัตราเร็วของวัตถุเท่ากับ 235 m/s 




\Pinfist\roblem 7.59

ข้อมูลจากภาพในคลิปพบว่านกตัวหนึ่งบินขนานกับพื้นราบสูงจากพื้น H  ถ้านกดัง
กล่าวค่อยทะยอยถ่ายมูลลงมาที่ละก้อนในระยะเท่าๆ กัน  ปรากฏว่ามูลก้อนแรกตกถึง
พื้นราบพร้อมกับมูลก้อนที่สองได้ตกใส่หัวเด็กผู้โชคดีและมูลก้อนที่ N กำลังออกจาก
ก้นนกดังกล่าวพอดี  จงหาว่าเด็กผู้โชคดีดังกล่าวสูงเท่าใด?
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 





H(1 - ( N - 2N - 1 )²)
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


การเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอ (Uniform Circular 
Motion)

	 การเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอวัตถุจะมีรัศมีคงที่ r  มีอัตราเร็วหรือขนาด
ของความเร็วคงที่ v  แต่ความเร็วของวัตถุจะไม่คงที่เนื่องจากมีการเปลี่ยนทิศทาง
ตลอดเวลา  โดยความเร็วของวัตถุซึ่งเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอจะตั้งฉากกับแนว
รัศมีของวัตถุ (มีทิศอยู่ในแนวเส้นสัมผัสของวงกลม)  ดังรูปด้านล่าง





 คาบ ความถี่ และอัตราเร็ว

คาบ (Period ; T 〚s〛)  คือ  ช่วงเวลาท่ี่ใน 1 รอบของกิจกรรมที่สนใจ

ความถี่ (Frequency ; f 〚Hz, s⁻¹〛) คือ จำนวนรอบของกิจกรรมที่สนใจใน 1 
ช่วงเวลา 


จากความหมายของคาบและความถี่ จะได้  
f =  1T

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


อัตราเร็วของวัตถุซึ่งเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอได้





r คือ รัศมีในการเคลื่อนที่ของวัตถุ


ข้อสังเกต

	 แกว่งเชือกติดกับวัตถุให้เคลื่อนที่เป็นวงกลม ถ้าเชือกขาดวัตถุจะเคลื่อนที่ต่อ
ไปในแนวสัมผัสกับเส้นโค้งของวงกลม ณ ตําแหน่งที่เชือกขาด 







\Pinfist\roblem 7.60

วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมแบบสม่ำเสมอรัศมี 7.00 m  ด้วยอัตราเร็วคงที่ 11.0 m/s  
วัตถุนี้จะมีคาบและความถี่ในการเคลื่อนที่เป็นเท่าใด?


Answer : T = 4.00 s and f = 0.25 Hz




\Pinfist\roblem 7.61

วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมสม่ำเสมอรัศมี R บนระนาบ xy  โดยมีจุดกำเนิดเป็น
จุดศูนย์กลางของวงกลม และหมุนทวนเข็มนาฬิกาไปรอบๆ จุดกำเนิดดังกล่าว  ใน
ขณะที่วัตถุอยู่ที่ตำแหน่ง (0, R)  ความเร็วของวัตถุจะมีทิศทางเป็นเช่นไร?


Answer : - 





 v =  ระยะทางใน 1 รอบ
เวลาในการเคลื่อนที ่1 รอบ (คาบ)

 =  2πrT  = 2πrf

i˄
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





 มุม และอัตราเร็วเชิงมุม

	 การเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอนั้นอาจสะดวกมากขึ้นเมื่อใช้มุมมองใน
เชิงมุม หรือระบบพิกัดแบบเชิงขั้ว (Polar Coordinate System)  ซึ่งบอกตำแหน่ง
ของวัตถุเป็นระยะห่างจากจุดกำเนิด r  และมุมกวาดทวนเข็มนาฬิกาเทียบกับแกน
อ้างอิง θ  ดังรูปในหน้าต่อไป


จากรูปด้านบน  นิยามมุม (Angular ; θ 〚rad (ไม่มีมิติ)〛) ดังนี
้

	 	 	 	 


θ คือ มุม โดย หน่วยเรเดียน (Radian 〚rad〛) เทียบได้ว่า π rad = 180°

s คือ ความยาวของส่วนเส้นโค้งของวงกลม

r คือ รัศมีของวงกลม


นิยาม อัตราเร็วเชิงมุม (Angular Speed ; ω 〚rad/s, Hz, s⁻¹〛) ดังนี้


 	 	 	     ωav	 = 


θ =  sr

Δθ
Δt

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

(r, θ)

แกนอ้างอิง (นิยมใช้เป็นแกน x)θ

r
s
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


พิจารณาการเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอ ณ เวลาใดๆ


 	 	 	      ω	 = 


 	 	 	      ω	 = 


 จาก v =  จะได้	      ω	 = 	 หรือ v = ωr


พิจารณาการเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอในหนึ่งรอบการเคลื่อนที่


	 	 	 ωav = ω =  =  = 2πf







\Pinfist\roblem 7.62

วัตถุเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอด้วยอัตราเร็วเชิงมุม 10π rad/s  เมื่อเวลาผ่านไป 
0.25 s  วัตถุจะหมุนไปเป็นมุมเท่าใดในหน่วยองศา?


Answer : 450°




\Pinfist\roblem 7.63

วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมแบบสม่ำเสมอด้วยความถี่ 150 รอบต่อนาที  จงหาอัตราเร็ว
เชิงมุมของวัตถุดังกล่าว?


Answer : 15.7 rad/s





dθ
dt
ds
rdt

ds
dt

v
r

Δθ
Δt

2π
T
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.64

วัตถุเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอด้วยรัศมี 0.35 m  และอัตราเร็วเชิงมุม 0.55π 
rad/s  เมื่อเวลาผ่านไป 10 s  วัตถุดังกล่าวจะเคลื่อนที่เป็นระยะทางเท่าใด?


Answer : 6.0 m




\Pinfist\roblem 7.65

วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมสม่ำเสมอด้วยอัตราเร็วเชิงมุม 50 rad/s  ถ้าวงกลมดังกล่าว
มีรัศมี 0.24 m  วัตถุดังกล่าวจะมีอัตราเร็วเท่าใด?


Answer : 12 m/s
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.66

วัตถุเคลื่อนเป็นวงกลมสม่ำเสมอบนระนาบ xy   ด้วยอัตราเร็วเชิงมุม  ω  รอบจุด
กำเนิด โดยหมุนตามเข็มนาฬิกา  ถ้าวงกลมดังกล่าวมีรัศมี r  แกน x คือแนวระดับ  
และแกน y คือแนวดิ่ง ซึ่งมีค่าความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลกเท่ากับ g  
ปรากฏว่าเมื่อวัตถุเคลื่อนที่ไปถึงตำแหน่ง (0, r)  วัตถุได้หลุดออกจากแนววงกลมดัง
กล่าว  เมื่อวัตถุตกลงมาที่ตำแหน่ง y = 0 m  วัตถุจะอยู่ไกลจากจุดที่เริ่มหลุดจาก
วงกลมเป็นระยะเท่าใด?


Answer : 





r 1 +  2ω²rg

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


	 พิจารณาความเร่งของวัตถุซึ่งเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอเทียบกับกรอบ
อ้างอิงเฉื่อย โดยวัตถุมีอัตราเร็ว v, รัศมี r, อัตราเร็วเชิงมุม ω, ที่เวลา t = 0 มุม 
θ = 0 rad และ ที่เวลา t = t มุม θ = ωt  ตามรูปด้านล่าง


จากรูปด้านบน  จะได้    r	⃑= rcosθ  + rsinθ  


                     r	⃑ = rcos(ωt)  + rsin(ωt) 


และ	 	       v	⃑= -ωrsinθ  + ωrcosθ 


	 	       v	⃑= -ωrsin(ωt)  + ωrcos(ωt) 




พิจารณาสามเหลี่ยมคล้าย


i˄ j˄

i˄ j˄

i˄ j˄

i˄ j˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


จะได้               	= 


                  	 = 


                    	 = 


	 	       a	=  =  = ω²r


จากทิศทางของ a ⃑มีทิศเดียวกับ Δv ⃑  จะได้         	= - 


∴	 	       a	⃑= (- ) = ω²r(- )




 ความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง (Centripetal Acceleration)


	 เมื่อวัตถุเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอจะมีความเร่งขนาด หรือ ω²r  
โดยมีทิศชี้เข้าหาจุดศูนย์กลางของวงกลม  เรียกความเร่งนี้ว่า ความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง 
(Centripetal Acceleration ; ac⃑ 〚m/s²〛)  เขียนเป็นสมการได้ดังนี้  


	 	 	 ac⃑ = (- ) = ω²r(- )


v คือ อัตราเร็วของวัตถุ

r คือ รัศมีของวงกลม

ω คือ อัตราเร็วเชิงมุมของวัตถุ


 บอกว่า ac⃑  มีทิศชี้ิเข้าหาจุดศูนย์กลางของวงกลม


ข้อสังเกต

	 วัตถุที่เคลื่อนที่แบบวงกลมด้วยรัศมีและอัตราเร็วสม่ำเสมอเป็นการเคลื่อนที่
โดยมีความเร่งที่มีทิศทางเข้าสู่ศูนย์กลางของการเคลื่อนที่  โดยความเร่งดังกล่าวมี
ขนาดคงที่ แต่ทิศทางไม่คงที่





Δv
v

Δr
r

Δv
vΔt

Δr
rΔt

a
v

v
r
v²
r

(ωr)²
r

a˄ r˄

v²
r r˄ r˄

v²
r

v²
r r˄ r˄

- r˄
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.67

วัตถุเคลื่อนเป็นวงกลมสม่ำเสมอรัศมี 500 m    ด้วยอัตราเร็ว 720 km/hr วัตถุ
ดังกล่าวจะมีความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลางเป็นกี่เท่าของค่า g?


Answer : 8.16




\Pinfist\roblem 7.68

วัตถุเคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอด้วยรัศมี 7.00 m  และมีความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง
ขนาด 7.00 m/s²  วัตถุดังกล่าวจะเคลื่อนที่ครบหนึ่งรอบโดยใช้เวลาเท่าใด?


Answer : 6.28 s




\Pinfist\roblem 7.69

วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมสม่ำเสมอด้วยรัศมี 0.90 m  โดยมีอัตราการหมุนอยู่ที่ 6.0 
รอบต่อวินาที  จงหาขนาดของความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลางของวัตถุดังกล่าว?


Answer : 1.3 km/s²





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา



7 - 
75

การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.70

วัตถุมวล m เคลื่อนที่เป็นวงกลมรัศมี r  ด้วยอัตราเร็วคงที่ v  จงหาขนาดแรงเฉลี่ยที่

ที่กระทำกับวัตถุในช่วงการเคลื่อนที่  รอบ?


Answer : 





1
4

2 2mv²
πr
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.71

เด็กคนหนึ่งนั่งชิงช้าสวรรค์ซึ่งหมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุมสม่ำเสมอ รัศมี 7.00 m  คาบ
การเคลื่อนที่ของชิงช้าสววรค์เท่ากับ 880 s  ขณะที่เด็กคนนี้อยู่ที่ตำแหน่งสูงสุดได้ทำ
โทรศัพท์มือถือหลุดมือและตกลงมาจากชิงช้าสวรรค์  ถ้าประมาณว่าจุดต่ำสุดของชิงช้า
สวรรค์นี้อยู่ที่พื้นพอดี  โทรศัพท์มือถือดังกล่าวจะตกถึงพื้นห่างจากจุดต่ำสุดของชิงช้า
สวรรค์เป็นระยะเท่าใด?


Answer : 8.45 cm





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


การเคลื่อนที่แบบวงกลมไม่สม่ำเสมอ (Nonuniform Circular 
Motion)





 ความเร่งในแนวเส้นสัมผัสและในแนวรัศมี

	 ในกรณีที่วัตถุเคลื่อนที่เป็นแนวเส้นโค้งและไม่ได้เป็นวงกลมแบบสม่ำเสมอ  
สามารถอธิบายการเคลื่อนที่ดังกล่าวโดยวิธีแยกองค์ประกอบของเวกเตอร์บนแนวรัศมี
และแนวเส้นสัมผัสของวงกลม  ซึ่งวงกลมดังกล่าวถูกสร้างมาให้สัมผัสกับเส้นทางการ
เคลื่อนที่ของวัตถุในช่วงเล็กๆ  ดังรูปด้านล่าง


จากรูปด้านบน          a	⃑= at⃑ + ac⃑ = 


โดยที่        at⃑ 	= 


             ac⃑	= 


             |a|⃑	=        และ        tanθ	= 


dv
dt θ˄ - 

v²
r r˄

dv
dt θ˄

 -  v²r r˄

|a ⃑|² + |a ⃑|²
|a ⃑|
|a ⃑|

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

a ⃑
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θ
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t
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


a ⃑คือ ความเร่งของวัตถุ

ac⃑ คือ ความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง หรือความเร่งในแนวรัศมี (Radial Acceleration)

at⃑ คือ ความเร่งในแนวเส้นสัมผัส (Tangential Acceleration)

v คือ อัตราเร็วของวัตถุ

r คือ รัศมีของวงกลม

θ คือ มุมของความเร่งของวัตถุเทียบกับแนวเส้นสัมผัสของวงกลม

 บอกว่ามีทิศชี้ิทวนเข็มนาฬิกาตามแนวเส้นสัมผัสของวงกลม


 บอกว่ามีทิศชี้ิเข้าหาจุดศูนย์กลางของวงกลม







\Pinfist\roblem 7.72

วัตถุเคลื่อนที่ด้วยความเร่งคงที่ 0.50 m/s²  กำลังเคลื่อนที่ผ่านเนินโค้งรัศมี 500 m  
ขณะวัตถุดังกล่าวอยู่ที่จุดสูงสุดของเนินโค้งนี้  วัตถุมีอัตราเร็วเท่ากับ 21 m/s   
วัตถุดังกล่าวจะมีความเร่งขนาดเท่าใด  และความเร่งมีทิศเอียงทำมุมกับแนวเส้นสัมผัส
ขนาดเท่าใด?


Answer : |a|⃑ = 1.0 m/s² and |θ| = 60° 





θ˄

- r˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


แรงปลอม (Fictitious Forces)

	 พิจารณาการใช้กฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน  โดยผู้สังเกตไม่ได้อยู่ในกรอบ
อ้างอิงเฉื่อย  เริ่มจากการพิจารณาตัวอย่างง่ายๆ  กำหนดให้มีวัตถุมวล m ถูกแรง F 
กระทำให้วัตถุเคลื่อนที่ด้วยความเร่ง amO เทียบกับผู้สังเกตในกรอบอ้างอิงเฉื่อย  
ขณะนั้นได้มีผู้สังเกต O ซึ่งอยู่ในกรอบอ้างอิงเฉื่อย และ O′ ซึ่งอยู่ในกรอบอ้างอิงซึ่งมี
ความเร่ง aO′O เทียบกับกรอบอ้างอิงเฉื่อย  ดังรูปด้านล่าง


	 พิจารณากฎข้อ 2 ของนิวตันในแนวแกน x ในมุมมองของกรอบ O จะได้


  	 	 	     ΣFx	= max


 	 	 	       F	= mamO


  	 	 	       F	= m(amO′ + aO′O)


  	 	 	       F	= mamO′ + maO′O


  	 	       F - maO′O	= mamO′


	 เห็นได้ว่าถ้ากรอบอ้างอิงซึ่งมีความเร่งจะยังคงใช้สมการ ΣF ⃑= ma ⃑  ทาง
ด้านของ ΣF ⃑ จะมีเทอม maO⃑′O เพิ่มขึ้นมา  และเราจะเรียกเทอมนีว้่าแรงปลอม 
(Fictitious Force)


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

F

ผู้สังเกต O อยู่ใน
กรอบอ้างอิงเฉื่อย

ผู้สังเกต O′ อยู่ในกรอบ
อ้างอิงซึ่งมีความเร่ง aO′O

m aO′O

amO
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





 แรงปลอม (Fictitious Force)

แรงปลอม (Fictitious Force ; Ff⃑ 〚N〛) คือ แรงซึ่งเกิดจากความเร่งของกรอบ
อ้างอิงของผู้สังเกต  เขียนเป็นสมการได้ดังนี้


	 	 	      Ff⃑ = -maO⃑′O


m คือ มวลของวัตถุซึ่งถูกสังเกต

aO′O คือ ความเร่งของผู้สังเกตเทียบกับกรอบอ้างอิงเฉื่อย







\Pinfist\roblem 7.73

ผู้สังเกตซึ่งมีความเร่งเท่ากับวัตถุมวล m  เห็นแรงขนาด F เข้ามากระทำกับวัตถุ  ผู้
สังเกตดังกล่าวจะเห็นแรงปลอมมีขนาดและทิศทางเป็นอย่างไร?


Answer : -F
⃑




\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

Fm

amO′

maO′O
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.74

จากรูปด้านล่าง  ถ้าดึงรอกขึ้นด้วยความเร่งขนาด α รอกจะเห็นวัตถุทั้งสองมีความเร่ง
ขนาดเท่าใด (กำหนดให้เชือกเบามากและตึง รอกเบามากและไม่มีความฝืด)?


Answer : 





(M - m)(g + α)
M + m

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.75

จากรูปด้านล่าง  ถ้าไม่คำนึงถึงแรงเสียดทานในทุกผิวสัมผัส  และระบบเริ่มต้นจาก
หยุดนิ่ง   จงหาว่ามวล m จะเคลื่อนที่หลุดจากมวล M ภายในเวลาประมาณเท่าใด 
(กำหนดให้เชือกเบามากและตึง  รอกเบามากและไม่มีความฝืด)?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 





2ℓ(Mμ + μm + mM)
(M + m)μg
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


	 พิจารณาวัตถุมวล m กำลังเคลื่อนที่เป็นวงกลมแบบสม่ำเสมอรัศมี r  ด้วย
อัตราเร็วคงที่ v  ในมุมมองของผู้สังเกตซึ่งอยู่ในกรอบอ้างอิงเฉื่อย  ดังรูปด้านล่าง


จะได้	                     ΣF ⃑= ma ⃑


	                     ΣF ⃑= m(- )


	                     ΣF ⃑= - 


	 พิจารณาวัตถุมวล m กำลังเคลื่อนที่เป็นวงกลมแบบสม่ำเสมอรัศมี r  ด้วย
อัตราเร็วคงที่ v  ในมุมมองของผู้สังเกตซึ่งเคลื่อนที่ติดไปกับวัตถุดังดล่าว  ดังรูปด้าน
ล่าง


จะได้	                     Ff⃑	 = m 


v²
r r˄

mv²
r r˄

v²
r r˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





 แรงเข้าสู่ศูนย์กลาง และแรงหนีศูนย์กลาง

สำหรับผู้สังเกตในกรอบเฉื่อย  


	 จะเห็นวัตถุมีความเร่งเป็น 	 ac⃑ =  = 


	 และวัตถุมีแรงลัพธ์เป็น 	 ΣF ⃑= Fc⃑ = -  = -mω²r 


Fc⃑ คือ แรงเข้าสู่ศูนย์กลาง (Centripetal Force)

m คือ มวลของวัตถ
ุ
ac⃑ คือ ความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง

v คือ อัตราเร็วของวัตถุ

r คือ รัศมีของวงกลม

ω คือ อัตราเร็วเชิงมุมของวัตถุ


 บอกว่ามีทิศชี้ิเข้าหาจุดศูนย์กลางของวงกลม


สำหรับวัตถุ หรือ ผู้สังเกตที่มีความเร่งเท่ากับวัตถุ


	 จะเห็นวัตถุมีความเร่งเป็น 	 a ⃑= 0


	 และรู้สึกถึงแรงปลอมเป็น 	 Ff⃑c =  = mω²r 


Ff⃑c คือ แรงหนีศูนย์กลาง (Centrifugal Force)

m คือ มวลของวัตถ
ุ
v คือ อัตราเร็วของวัตถุ

r คือ รัศมีของวงกลม

ω คือ อัตราเร็วเชิงมุมของวัตถุ

 บอกว่ามีทิศชี้ิออกจากจุดศูนย์กลางของวงกลม


v²
r (- r˄ ) ω²r(- r˄ )

mv²
r r˄ r˄

- r˄

mv²
r r˄ r˄

r˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


ข้อสังเกต

	 ในมุมมองของกรอบอ้างอิงเฉื่อยวัตถุที่เคลื่อนที่เป็นวงกลมจะมีแรงลัพธ์กระทํา
ในทิศทางเข้าสู่ศูนย์กลาง เรียกแรงลัพธ์นี้ว่าแรงเข้าสู่ศูนย์กลาง  

	 แต่ในมุมมองของวัตถุที่เคลื่อนที่แบบวงกลมสม่ำเสมอ วัตถุจะรับรู้ถึงแรง
ปลอม เรียกแรงปลอมนี้ว่าแรงหนีศูนย์กลาง ทำให้แรงลัพธ์และความเร่งที่วัตถุรับรู้นั้น
เท่ากับศูนย์







\Pinfist\roblem 7.76

วัตถุมวล m  เคลื่อนที่เป็นวงกลม  ด้วยรัศมีคงที่ r₁  ถ้าวัตถุดังกล่าวเปลี่ยนรัศมีเป็น 
r₂  โดยยังคงรักษาความแรงเข้าสู่ศูนย์กลางไว้เท่าเดิม  คาบในการเคลื่อนที่จะเป็นกี่
เท่าของคาบการเคลื่อนที่เดิม?


Answer : 





r₂
r₁
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.77

จากรูปด้านล่าง  ซึ่งเป็นภาพด้านข้าง  วัตถุมวล M  กำลังอยู่นิ่ง  ถ้าเชือกที่ผูกติดกับ
มวลทั้งสองตึงและเบามากๆ  จงหาว่าวัตถุมวล m  จะต้องเคลื่อนที่เป็นวงกลมอยู่บน
ระนาบของพื้นดังกล่าวด้วยอัตราเร็วเท่าใด?


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.78

วัตถุมวล m₁ และ m₂ ต่างเคลื่อนที่เป็นวงกลมสม่ำเสมอบนโต๊ะซึ่งไร้แรงเสียดทาน 

โดยมีเชือกผูกมวลสอดผ่านรูกลางโต๊ะ  ถ้ารัศมีในการเคลื่อนที่ของมวล m₁ เป็น  
เท่าของรัศมีในการเคลื่อนที่ของมวล m₂ แต่เชือกทั้งสองเส้นมีแรงดึงในเส้นเชือกเท่ากัน
พลังงานจลน์ของมวล m₁ เป็นกี่เท่าของมวล m₂?


Answer : 





Mgr
m

3
4

3
4
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.79

วัตถุมวล m  วางบนจานรัศมี R ซึ่งหมุนในแนวระดับ  โดยมีสัมประสิทธิ์ความเสียด
ทานสถิตระหว่างผิวจานกับวัตถุเท่ากับ μ  และวัตถุอยู่ห่างจากแกนหมุนเป็นระยะ ℓ  
ถ้าวัตถุไม่ไถลไปบนจาน  จานดังกล่าวหมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุมมากที่สุดเท่าใด?


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.80

อาณานิคมในอวกาศได้ถูกออกแบบให้เป็นรูปทรงกระบอกบางรัศมี r  โดยให้มีผิว
ข้างทรงกระบอกด้านในเป็นพื้นสำหรับมนุษย์อยู่อาศัย  ถ้าต้องการให้ผู้อยู่อาศัยรู้สึก
ถึงความโน้มถ่วงเท่ากับค่า g  เหมือนกับตอนอยู่บนพื้นโลก  ทรงกระบอกดังกล่าว
ต้องหมุนรอบตัวเองด้วยอัตราเร็วเชิงมุมเท่าใด?


μg
ℓ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

แกนหมุน

r
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.81

วัตถุมวล m ติดกับสปริงเบายาว ℓ  ถ้าแกว่งให้วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมในแนวราบ
รัศมี L โดยที่ L > ℓ  พบว่าวัตถุเคลื่อนที่ได้ N รอบภายในเวลา t  ค่าคงที่ของ
สปริงดังกล่าวเป็นเท่าใด?


Answer : 





g
r

4π²N²mL
(L - ℓ)t²

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.82

มวล m และ M ผูกกับเชือกเบามากซึ่งยาวไม่เท่ากัน  ถ้าแกว่งมวลทั้งสองเป็นวงกลม
ในแนวระดับโดยปลายเชือกอยู่ที่ตำแหน่งเดียวกันดังรูปด้านล่าง  จงหาอัตราส่วนของ
อัตราเร็วของมวล M ต่ออัตราเร็วของมวล m?


Answer : 2 





Lcos(θ)
ℓ(1 - tan²θ)

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

θ θ

แกนหมุน

L

M m

ℓ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.83

ในการทดลองเพื่อหาแรงเข้าสู่ศูนย์กลางโดยการแกว่งมวล m ให้เคลื่อนที่เป็นวงกลม
และมีมวล M ถ่วงน้ำหนักไว้ในแนวดิ่งดังรูปด้านล่าง  ถ้าต้องการนำข้อมูลมาวาด
กราฟระหว่างกำลังสองของความถี่ในการเคลื่อนที่ของมวล m (f²) กับแรงเข้าสู่
ศูนย์กลาง (Fc) จะได้แนวโน้มกราฟเป็นอย่างไร?


Answer :  





Fc

f²

rน้อย

rมาก

ควา
มชัน

ของ
กรา

ฟ 
= 
4m
π²r

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

M

m
r

h (เป็นค่าคงที่ในการทดลองนี้)

ท่อทรงกระบอกกลวง
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.84

วัตถุมวล m₁ และ m₂  เชื่อมต่อกับปลายลวดแข็งและเบายาว L โดยปลายอีกด้าน
หนึ่งของลวดยึดติดกับท่อดังรูปด้านล่าง  เมื่อหมุนท่อดังกล่าวด้วยความถี่ f  ทำให้
ลวดที่เชื่อมต่อกับมวล m₁ และ m₂ เอียงทำมุม θ₁ และ θ₂ กับแนวดิ่ง ตามลำดับ 
จงหาอัตราส่วนของ θ₁ : θ₂?


Answer : 1





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

m₁

L L

m₂

θ₁ θ₂

หมุนด้วยความถี่ f 
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.85

วัตถุมวล m ผูกกับเชือกเบาและตึงสองเส้น  ยาวเส้นละ ℓ  ปลายเชือกอีกด้านของ
แต่ละเส้นยึดติดกับท่อ  โดยจุดที่ยึดติดกับท่อของเชือกแต่ละเส้นห่างกันเป็นระยะ h  
ดังรูปด้านล่าง  ถ้าท่อดังกล่าวกำลังหมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุม ω  จงหาแรงดึงของเชือก
แต่ละเส้น?


Answer : (ω²h + 2g) and (ω²h - 2g)





mℓ
2h

mℓ
2h

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

h

ℓ

หมุนอัตราเร็วเชิงมุม ω

m
ℓ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.86

วัตถุมวล m  ผูกติดกับเชือกเบามากๆ  ยาว ℓ  ถูกเหวี่ยงให้เคลื่อนที่เป็นวงกลมใน
ระนาบแนวดิ่งด้วยอัตราเร็วคงที่ v   และมีรัศมีประมาณความยาวของเชือกดังรูปด้าน
ล่าง  จงหาแรงดึงในเส้นเชือกที่มุม θ  ใดๆ?


Answer : m(  - gsinθ)




\Pinfist\roblem 7.87

ลูกตุ้มขนาดเล็ก m  ผูกติดกับเชือกเบายาว ℓ  โดยปลายเชือกอีกด้านยึดติดกับ
เพดาน  มีหมุดในแนวระดับอยู่ใต้จุดตรึงของเชือกเป็นระยะ h โดย h < ℓ ดังรูป
ด้านล่าง  ต้องปล่อยลูกตุ้มต่ำจากเพดานเท่าใด ลูกตุ้มจึงจะหมุนรอบหมุดดังกล่าวได้
ครบรอบพอดี?


v²
ℓ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

ℓ
m

θ

v

หมุด

ℓ

m

hy = ?
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 





5h - 3ℓ
2

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.88


จุดวัตถุมวล m ติดกับสปริงเบายาว ℓ มคี่าคงที่ของสปริง k =   ปลายอีก
ด้านของสปริงยึดกับจุดหมุนซึ่งไม่มีความฝืด  ถ้าแกว่งในวัตถุหมุนในแนวดิ่ง  ถ้าขณะ
ที่อยู่ในจุดสูงสุด วัตถุอยู่ห่างจากจุดหมุนเป็นระยะ ℓ พอดี  ขณะที่อยู่ในจุดต่ำสุดวัตถุ
จะอยู่ห่างจากจุดหมุนเป็นระยะเท่าใด?


10mg
ℓ

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 1.4ℓ





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.89

วัตถุมวล m กดสปริงเบาซึ่งมีค่าคงที่ของสปริง k เข้าไปจากตำแหน่งสมดุลของสปริง
เป็นระยะ x  หลังจากปล่อยวัตถุ  วัตถุได้เคลื่อนที่ไปตามรางลื่น  จนเข้าสู่รางวงกลม
ในแนวดิ่งรัศมี r  จงหาระยะ x น้อยสุดที่ทำให้วัตถุเคลื่อนที่ผ่านรางวงกลมดังกล่าว
ได้พอดี?


Answer : 





5mgr
k

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.90

เป้ามวล M ผูกกับเชือกเบายาว r ซึ่งแขวนไว้ในแนวดิ่ง  ยิงวัตถุมวล m ให้เคลื่อนที่
เป็นเส้นตรงในแนวราบเข้าไปฝังติดกับเป้าดังกล่าว  ส่งผลให้เป้าเคลื่อนที่เป็นวงกลม
ในแนวดิ่งรอบจุดหมุน  จงหาอัตราเร็วน้อยสุดของวัตถุที่เข้าชนเป้าดังกล่าว?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.91

วัตถุมวล m₁ เคลื่อนที่ในแนวระดับด้วยความเร็วคงที่ u₁  เข้าชนมวล m₂ ซึ่งแขวนไว้
กับเชือกเบายาว ℓ  หลังการชนมวล m₂ เคลื่อนที่เป็นวงกลมรอบจุดหมุนได้พอดี  
m₁ จะทะลุมวล m₂ ไปด้วยความเร็วขนาดเท่าใด?


(M + m) 5rg
m

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : u₁ - 





m₂ 5ℓg
m₁

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.92

วัตถุมวล M ถูกแขวนอยู่ในแนวดิ่งด้วยเชือกมวลเบามากๆ ยาว L ถูกมวล m ยิงเข้า
ใส่ในแนวระดับ  ทำให้มวล m ทะลุผ่านมวล M  โดยมวล m มีความเร็วลดลงครึ่ง
หนึ่ง  และมวล M หมุนเป็นวงกลมได้พอดี  ถ้าไม่คิดแรงต้านอากาศ มวล m จะถูก
ยิงเข้าไปด้วยความเร็วขนาดเท่าใด?


Answer : 





2M
m 5gL

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

m M
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.93

รถยนต์มวล m  วิ่งบนถนนราบซึ่งโค้งด้วยรัศมี r  ถ้าสัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิต
ระหว่างพื้นกับถนนในแนวรัศมีเท่ากับ μ  เพื่อไม่ให้หลุดออกจากถนน  รถยนต์คันดัง
กล่าวจะเลี้ยวโค้งด้วยอัตราเร็วได้สูงสุดเท่าใด  และถ้าเกิดเหตุการณ์บางอย่างจน
ทำให้สัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิตระหว่างพื้นกับถนนในแนวรัศมีลดลงเหลือครึ่ง
หนึ่งจากค่าเดิม  อัตราเร็วสูงสุดที่ใช้ในการเลี้ยวโค้งจะลดลงเหลือกี่เปอร์เซนต์ของ
อัตราเร็วสูงสุดเดิม?


Answer : vmax =  and 71%





μrg

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.94

รถยนต์มวล m  วิ่งบนถนนราบซึ่งโค้งด้วยรัศมี r  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิต
ระหว่างพื้นกับถนนเท่ากับ μ  ถ้ารถยนต์คันดังกล่าวมีอัตราเร็ว v  ซึ่งสูงเกินไปจน
ทำให้รถยกตัวเอียงทำมุม θ เทียบกับแนวดิ่ง แต่ยังเลี้ยวโค้งผ่านไปได้อย่างน่าตื่นเต้น  

จงแสดงว่า tanθ =  = μ?





v²
rg

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.95

ในขณะผู้เข้าแข่งขันรถจักรยานยนต์เข้าสู่ทางโค้งซึ่งมีรัศมีความโค้งเท่ากับ r ได้ทำการ
เอียงรถเข้าหาจุดศูนย์กลางความโค้งทำมุม θ เทียบกับแนวดิ่ง เพื่อช่วยในการทรงตัว 
ถ้าสัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิตระหว่างพื้นกับถนนเท่ากับ μ  และรถจักรยานยนต์

ดังกล่าวมีอัตราเร็ว v  จงแสดงว่า tanθ =  = μ?





v²
rg

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.96

รถยนต์มวล 2,000 kg มีความกว้าง 1.966 m เคลื่อนที่บนถนนโค้งราบซึ่งมีรัศมี
ความโค้งเท่ากับ 100.0 m  ถ้าศูนย์กลางมวลของรถยนต์คันดังกล่าวอยู่สูงจากพื้น
ถนน 0.4500 m  รถยนต์คันดังกล่าวสามารถเคลื่อนที่ในโค้งนี้ด้วยความเร็วสูงสุด
เท่าใด?


Answer : 46.27 m/s





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.97

ในการออกแบบถนนโค้งโดยพิจารณากรณีที่อันตรายที่สุดกรณีหนึ่ง  คือ กรณีที่ถนน
ลื่นมากๆ จนประมาณได้ว่าไม่มีแรงเสียดทานอยู่เลย  ซึ่งเป็นกรณีที่รถจะไม่สามารถ
เลี้ยวโค้งได้เนื่องจากไม่มีแรงเสียดทานเป็นแรงเข้าสู่ศูนย์กลางเพื่อดึงวัตถุให้เคลื่อนที่
เป็นวงกลม  จึงต้องใช้แรงอื่นเข้ามาเป็นแรงเข้าสู่ศูนย์กลางแทนแรงเสียดทานที่หายไป  
ด้วยความฉลาดในการออกที่ไม่เพิ่มต้นทุนในการสร้างถนนมากนัก  ได้มีการออกแบบ
ให้ถนนในส่วนโค้งนี้เอียงจากแนวระดับขึ้นมา  ถ้ารัศมีความโค้งของถนนเท่ากับ r  
และต้องการให้ถนนรองรับอัตราเร็วได้สูงสุด v  ถนนดังกล่าวจะต้องเอียงทำมุมเท่าใด
เทียบกับแนวระดับ?


Answer : tan⁻¹( )





v²
rg

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.98

วัตถุมวล m เดิมอยู่นิ่งที่จุดบนสุดของผิวครึ่งทรงกลมรัศมี R  ถ้าผิวครึ่งทรงกลมลื่น
และวัตถุเริ่มไถลลงมาตามผิวครึ่งทรงกลมดังกล่าว  จงหาแรงปกติที่ผิวครึ่งทรงกลม
กระทำกับวัตถุที่มุม θ ใดๆ  และวัตถุจะหลุดจากผิวครึ่งทรงกลมที่มุม θ เท่าใด 
(กำหนดให้ผิวครึ่งทรงกลมอยู่นิ่งตลอดการเคลื่อนที่ของวัตถุ)?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

m
R

θ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : n = mg(3cosθ - 2) and θ = cos⁻¹( ) ≈ 48°




\Pinfist\roblem 7.99

วัตถุมวลไถลลงจากยอดผิวทรงกลมลื่นรัศมี R  ด้วยความเร็วต้นขนาด u  โดยที่  
u² < Rg  จงหามุม θ ที่วัตถุเริ่มหลุดจากผิดทรงกลมดังกล่าว?


2
3

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : cos⁻¹( )





u² + 2gR
3Rg
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





 ทบทวนกฎความโน้มถ่วงสากลของนิวตัน


	 	 	 F₁⃑₂ = (- ₁₂) 


F₁⃑₂ คือ แรงที่มวล m₁ กระทำกับมวล m₂

m₁ และ m₂ คือ มวลของวัตถุที่มีแรงดึงดูดระหว่างกัน

₁₂ คือ เวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่ชี้จากมวล m₁ ไปยังมวล m₂ และเครื่องหมายลบ (-) 

บอกว่าแรงมีทิศทางดึงมวลทั้งสองเข้าหากัน (ชี้เข้ามามวล m₁)

G คือ ค่าคงที่ความโน้มถ่วงสากล (Universal Gravitational Constant) ใน
ปัจจุบันยอมรับกันที่ประมาณ 6.67408×10⁻¹¹ N⋅m²/kg² 







\Pinfist\roblem 7.100

ดาวเทียมวงโคจรค้างฟ้า  หรือ Geostationary Earth Orbit (GEO) Satellite 
โคจรเหนือพื้นโลกประมาณ 35,700 km  ซึ่งดาวเทียมดังกล่าวจะลอยนิ่งเทียบพื้น
โลก  ดาวเทียมนี้จะต้องโคจรรอบโลกด้วยอัตราเร็วเชิงมุมเท่าใด?


Answer : 72.7×10-6 rad/s





Gm₁m₂
r² r˄

r˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

🌏 🌕

r

FmM = 
GmM
r²M mFMm = 

GMm
r²

https://www.facebook.com/hashtag/%E0%B8%94%E0%B8%B2%E0%B8%A7%E0%B9%80%E0%B8%97%E0%B8%B5%E0%B8%A2%E0%B8%A1%E0%B8%A7%E0%B8%87%E0%B9%82%E0%B8%84%E0%B8%88%E0%B8%A3%E0%B8%84%E0%B9%89%E0%B8%B2%E0%B8%87%E0%B8%9F%E0%B9%89%E0%B8%B2?__eep__=6&__cft__%5B0%5D=AZVNcEEoZSeOnfmiqUdbeFt4k492bNTgE4gw95sZcPoEtdeih4hniePvqpqEap-MRU1TCNcjOUQ3m_EjImC6H85IePAUBfLZG30IwJ1PaGHa6dRcunbClYAZaoCmVjivPTWy3sd_eiTDo4ksoh-b12gh&__tn__=*NK*F
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.101

ดาวเทียมเคลื่อนที่เป็นวงกลมสม่ำเสมอรอบโลก  โดยอยู่ห่างจากพื้นผิวโลกเป็นระยะ
เท่ากับรัศมีโลกพอดี  ถ้าความโน้มถ่วงบริเวณผิวโลกเท่ากับ g  ดาวเทียมดังกล่าวมี
อัตราเร็วเป็นเท่าใด  กำหนดให้โลกมีรัศมีเท่ากับ R?


Answer : 





Rg
2
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.102

วัตถุมวล m  โคจรเป็นวงกลมรอบมวล M  โดยจุดศูนย์กลางของมวลทั้งสองอยู่ห่าง
กันเป็นระยะ r  คาบการโคจรดังกล่าวเป็นเท่าใด?


Answer : 2π 




\Pinfist\roblem 7.103

วัตถุมวล m  โคจรเป็นวงรีรอบมวล M  โดยมีระยะใกล้สุดเป็น R  และระยะไกล
สุดเป็น 4R  ขนาดของอัตราเร็วเชิงมุมที่ระยะใกล้สุดเป็นกี่เท่าของอัตราเร็วเชิงมุมที่
ระยะไกลสุด?


r³
GM
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 8




\Pinfist\roblem 7.104

จงหาขนาดแรงดึงดูดระหว่างโลกกับดวงอาทิตย์ เมื่อโลกมีมวล 5.98×10²⁴ kg อยู่
ห่างจากดวงอาทิตย์ 1.50×10¹¹ m และคาบการโคจรประมาณ 365 วัน?


Answer : 35.6×10²¹ N
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.105

ดาวเทียมมวล m โคจรเป็นวงกลมรัศมี R รอบโลกซึ่งมีมวล M  ดาวเทียมดังกล่าวมี
พลังงานจลน์ และพลังงานรวมเป็นเท่าใด?


Answer : K =  and E = - 





GMm
2R

GMm
2R
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.106

ดาวเทียมโคจรเป็นวงกลมรัศมี R รอบโลก โดยมีคาบการโคจรเท่ากับ T ∝ Rn ค่า 
n เป็นเท่าใด?


Answer : 







ข้อสังเกต

	 ดาวเทียมค้างฟ้าทั้งหมดจะต้องมีรัศมีโคจรใกล้เคียงกัน





3
2
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.107

ดาวเทียมโคจรรอบโลกหนึ่งรอบโดยใช้เวลา t  ดวงจันทร์ซึ่งห่างจากโลก R โคจร
รอบโลกหนึ่งรอบโดยใช้เวลา T  ดาวเทียมดังกล่าวห่างจากจุดศูนย์กลางโลกเท่าใด?


Answer : R( )2/3





t
T
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


การหมุนของวัตถุแข็งเกร็งรอบแกนคงที่ (Rotation of a 
Rigid Object About a Fixed Axis) [Additional]





 วัตถุแข็งเกร็ง (Rigid Object)

	 วัตถุแข็งเกร็ง (Rigid Object) คือ วัตถุที่ไม่มีการเปลี่ยนแปลงรูปร่าง   
นั่นคือตำแหน่งสัมพัทธ์ของอนุภาคทั้งหมดในวัตถุจะคงที่


 มุม, อัตราเร็วเชิงมุม และความเร่งเชิงมุม


มุม (Angular : θ 〚rad : ไม่มีมิติ〛)


	 	 	       θ	= 


θ คือ มุม โดย หน่วยเรเดียน (Radian : 〚rad〛) เทียบได้ว่า π rad = 180°


s คือ ความยาวของส่วนเส้นโค้งของวงกลม


r คือ รัศมีของวงกลม


อัตราเร็วเชิงมุมเฉลี่ย (Average Angular Speed : ωav 〚rad/s, Hz, s-1〛)


	 	 	     ωav	 = 


อัตราเร็วเชิงมุม ณ เวลาหนึ่ง (Instantaneous Angular Speed : ω 〚rad/s, 

Hz, s-1〛)	 	      ω	 = 


s
r

Δθ
Δt

dθ
dt

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


ความเร่งเชิงมุมเฉลี่ย (Average Angular Acceleration : αav 〚rad/s², s⁻²〛)


	 	 	     αav	 = 


ความเร่งเชิงมุม ณ เวลาหนึ่ง (Instantaneous Angular Acceleration : α 

〚rad/s², s⁻²〛)	 	     α	 = 


การกระจัดในเชิงมุม (Δθ) นั้นไม่ใช่เวกเตอร์  แต่ถ้าพิจารณากรณีการกระจัดเชิงมุม
ที่น้อยมากๆ  เราสามารถมองว่าเป็นเวกเตอร์ได้ (dθ)⃑ ดังนั้นเราจะมองว่า ω⃑ และ α ⃑
เป็นเวกเตอร์ด้วยเช่นกัน








Δω
Δt

dω
dt
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.108 Challenge

จงหาอัตราเร็วเชิงมุมเฉลี่ยของโลก  เมื่อประมาณว่าโลกใช้เวลาหมุนรอบตัวเอง 24 
ชั่วโมง?


Answer : 73×10⁻⁶ rad/s




\Pinfist\roblem 7.109 Challenge

ล้อหมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุมเฉลี่ย 0.314 rad/s เมื่อเวลาผ่านไป 5.00 s ล้อดัง
กล่าวจะหมุนเป็นมุมกี่องศา?


Answer : 90.0°
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.110 Challenge

วัตถุแข็งเกร็งหมุนด้วยการกระจัดเชิงมุมตามสมการ θ(t) = 2t² + t   เมื่อ θ มี
หน่วยเป็นเรเดียน และ t มีหน่วยเป็นวินาที  จงหา

a) การกระจัดเชิงมุมที่เวลา t = 10.0 s?

b) อัตราเร็วเชิงมุมเฉลี่ยในช่วง 0 s ถึง 10.0 s?

c) อัตราเร็วเชิงมุมที่เวลา 10.0 s?

d) ความเร่งเชิงมุมเฉลี่ยในช่วง 0 s ถึง 10.0 s?

e) ความเร่งเชิงมุมที่เวลา 10.0 s?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : a) 210 rad, b) 21.0 rad/s, c) 41.0 rad/s,


d) 4.00 rad/s² and e) 4.00 rad/s 




\Pinfist\roblem 7.111 Challenge

แผ่นจานซึ่งประมาณได้ว่าเป็นวัตถุแข็งเกร็งหมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุมตามสมการ   
ω(t) = A - Bt   เมื่อ ω มีหน่วยเป็น rad/s, t มีหน่วยเป็น s  A และ B เป็น
ค่าคงที่ซึ่งมีค่ามากกว่าศูนย์  จงหา

a) ความเร่งเชิงมุมเฉลี่ยในช่วง 0 s ถึงเวลา t?

b) ความเร่งเชิงมุมที่เวลา t?

c) เวลาที่อัตราเร็วเชิงมุมเป็นศูนย์?

d) มุมที่เวลา t เมื่อที่ t = 0 s มุมเป็น 0 rad?

e) มุมที่อัตราเร็วเชิงมุมเป็นศูนย์?

f) อัตราเร็วเชิงมุมเฉลี่ยในช่วง t = 0 ถึงเวลาที่อัตราเร็วเชิงมุมเป็นศูนย์?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : a) -B, b) -B, c) , d) At - Bt², e)  and f) 





A
B

1
2

A²
2B

A
2
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.112 Challenge

จากกราฟด้านล่าง  จงหาอัตราเร็วเชิงมุมเฉลี่ยในช่วง 1.00 s - 4.00 s?


Answer : 3.00 rad/s





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


จาก	 	       θ	= 


จะได้ 	 	     	= 


	 	      ω	 = 


จะได้ 	 	     	= 


	 	      α	 = 





 ความสัมพันธ์ระหว่างปริมาณเชิงมุมกับเชิงเส้น


              θ	= 	 	 หรือ	       s	= rθ


              ω	= 	 	 หรือ	       v	= rω


              α	= 	 	 หรือ	       a	= rα


θ คือ มุม


s คือ ความยาวของส่วนเส้นโค้งของวงกลม


r คือ รัศมีของวงกลม


ω คือ อัตราเร็วเชิงมุม


α คือ ความเร่งเชิงมุม





s
r

dθ
dt

1
r
ds
dt

v
r

dω
dt

1
r
dv
dt

a
r

s
r
v
r
a
r
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.113 Challenge

ล้อรัศมี 35.0 cm  เริ่มหมุนจากหยุดนิ่ง  เมื่อเวลาผ่านไป 10.0 s วัดอัตราเร็วที่
ขอบนอกสุดของล้อได้ 14.0 m/s  ล้อดังกล่าวหมุนด้วยความเร่งเชิงมุมเฉลี่ยขนาด
เท่าใด?


Answer : 4.00 rad/s²




\Pinfist\roblem 7.114 Challenge

รถยนต์เคลื่อนที่จากหยุดนิ่งด้วยความเร่งคงที่จนมีความเร็วขนาด 20.0 m/s ภายใน 
10.0 s  ถ้ารถยนต์ดังกล่าวเคลื่อนที่อยู่บนถนนวงกลมเส้นผ่านศูนย์กลาง 10.0 m 
รถยนต์คันนี้จะเคลื่อนที่ได้กี่รอบ?


Answer : 3.18 รอบ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.115 Challenge

ล้อรัศมี r และล้อรัศมี R เชื่อมต่อกันด้วยโซ่  โดย R > r ดังรูปด้านล่าง  ถ้าล้อ
รัศมี r ถูกปั่นด้วยอัตราเร็วเชิงมุม ω  ล้อ R จะมีอัตราเร็วเชิงมุมขนาดเท่าใด?


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.116 Challenge

ล้อรัศมี ρ และล้อรัศมี r เชื่อมต่อกันด้วยโซ่  โดย ρ > r   และล้อรัศมี r มีแกน
หมุนร่วมกับล้อรัศมี R  โดย R > r  ดังรูปด้านล่าง  ถ้าล้อรัศมี ρ ถูกปั่นด้วย
อัตราเร็วเชิงมุม ω  ล้อ R จะมีอัตราเร็วที่ขอบล้อขนาดเท่าใด?


ωr
R

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.117 Challenge

วัตถุเคลื่อนที่เป็นวงกลมสม่ำเสมอรัศมี r รอบจุดกำเนิดด้วยอัตราเร็วเชิงมุมคงที่ ω   
โดยที่เวลา t = 0 s  วัตถุอยู่ที่ตำแหน่ง (r, 0)  ที่เวลา t เวกเตอร์บอกตำแหน่ง
ของวัตถุเป็นเท่าใด?


Answer : rcos(ωt)  + rsin(ωt) 





ωρR
r

i˄ j˄
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





 การเคลื่อนที่ของวัตถุแข็งเกร็งภายใต้ความเร่งเชิงมุมคงที่

เนื่องจากนิยามของปริมาณเชิงมุมนั้นเหมือนกับปริมาณเชิงเส้น  จึงได้ 5 สมการ
สำหรับอธิบายการเคลื่อนที่ในกรณีที่ความเร่งเชิงมุมคงที่เหมือนกับกรณีที่ความเร่งคงที่


v ⃑= u ⃑+ at⃑	 ⋯⋯⋯ (s)⃑	 →     ω⃑ = ω⃑₀ + αt⃑	 ⋯⋯⋯ (θ)⃑


s ⃑= 	 ⋯⋯⋯ (a)⃑ 	 →     θ ⃑= 	 ⋯⋯⋯ (α)⃑


s ⃑= 	⋯⋯⋯ (v)⃑ 	 →     θ ⃑= ω⃑₀t + 	⋯⋯⋯ (ω⃑)


s ⃑= 	 ⋯⋯⋯ (u)⃑ 	 →     θ ⃑= ω⃑t - 	 ⋯⋯⋯ (ω⃑₀)


v² = u² + 2a⋅⃑s ⃑	⋯⋯⋯ (t) 	 →     ω² = ω⃑₀² + 2α⋅⃑θ	⃑⋯⋯⋯ (t)


θ ⃑คือ การกระจัดเชิงมุมที่เวลา t


ω⃑ คือ อัตราเร็วเชิงมุมที่เวลา t (อัตราเร็วเชิงมุมปลาย)


ω⃑₀ คือ อัตราเร็วเชิงมุมที่เวลา 0 (อัตราเร็วเชิงมุมต้น)


α ⃑คือ ความเร่งเชิงมุม (คงที่)


t คือ เวลา





(v ⃑+ u)⃑t
2

(ω⃑ + ω⃑₀)t
2

ut⃑ +  12 at⃑² 1
2 αt⃑²

vt⃑ -  12 at⃑² 1
2 αt⃑²
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.118 Challenge

ล้อหมุนช้าลงด้วยความเร่งเชิงมุมคงที่ -5.00 rad/s² โดยในช่วง 4.00 s ล้อได้
หมุนไปเป็นมุม 60.0 rad จงหาว่าอัตราเร็วเชิงมุมของล้อดังกล่าวที่เวลา 4.00 s 
เป็นเท่าใด?


	      Answer : 5.00 rad/s




\Pinfist\roblem 7.119 Challenge

เครื่อง centrifuge ในแลบเคมีหมุนด้วยอัตรา 3600 rev/min  ถ้าเครื่องดังกล่าว
สามารถหยุดการหมุนได้ด้วยความหน่วงเชิงมุมคงที่ภายใน 50 รอบ ความหน่วง
เชิงมุมดังกล่าวจะมีขนาดเท่าใด?


Answer : 226 rad/s²





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา



7 - 
133

การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.120 Challenge

จานวงกลมรัศมี 1.50 m หมุนจากหยุดนิ่งด้วยความเร่งเชิงมุมคงที่จนมีอัตราเร็วที่ขอบ
จานเท่ากับ  25.0 m/s  ภายใน 2.25 รอบ  จงหาขนาดความเร่งเชิงมุมและช่วง
เวลาที่ใช้ในการหมุนจานดังกล่าว? 


Answer : 9.82 rad/s² and 1.70 s
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.121 Challenge

ล้อรัศมี 35.0 cm  เริ่มหมุนจากหยุดนิ่งด้วยความเร่งเชิงมุมคงที่  เมื่อเวลาผ่านไป 
10.0 s ขอบล้อด้านนอกสุดมีความเร็วขนาด 11.0 m/s และเมื่อเวลาผ่านต่อมาอีก 
10.0 s ล้อจะหมุนเป็นกี่รอบเมื่อนับจากเริ่มต้น (จาก 0 ถึง 20.0 s)?


Answer : 100 รอบ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.122 Challenge

รถยนต์เริ่มเคลื่อนที่จากหยุดนิ่งบนถนนวงกลมด้วยความเร่งคงที่ในแนวเส้นสัมผัสขนาด 
2.00 m/s² แต่รถยนต์ดังกล่าวเคลื่อนที่ได้เพียง 1 ใน 4 ของวงกลม จึงเริ่มไถล
ออกจากถนน   จงหาสัมประสิทธ์ิความเสียดทานสถิตระหว่างล้อรถยนต์กับถนนดัง
กล่าว?


Answer : 0.673
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





 ทบทวนผลคูณเชิงเวกเตอร์ (The Vector Product)


จากรูปด้านบน

      |C⃑| = |A⃑×B|⃑ = |A⃑||B|⃑sinθ  และหาทิศของ C⃑ ตามกฎมือขวาจากรูปด้านบน


และ          C⃑	= A⃑×B ⃑= det 


สมบัติบางข้อของการ cross เวกเตอร์  


                   A⃑×B	⃑= -B×⃑A⃑


                   A⃑×B	⃑= 0	 	 ; A⃑∥B
⃑

      ×  = ×  = × 	= 0


                  |A⃑×B|⃑	= |A⃑||B|⃑		 ; A⃑⊥B
⃑




i˄ j˄ k˄
A  A  A 
B  B  B 

i˄ i˄ j˄ j˄ k˄ k˄

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

A⃑ = Ax  + Ay  + Azi˄ j˄ k˄

B ⃑= Bx  + By  + Bzi˄ j˄ k˄ Bsinθ

C⃑ = A⃑×B ⃑

θ

x

x

z

y z

y
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


	 พิจารณาแรง F ⃑มากระทำกับจุดมวล m ซึ่งอยู่ห่างจากจุด O เป็นระยะ r  
หรือมีเวกเตอร์บอกตำแหน่งเป็น r ⃑  ส่งผลให้จุดมวลดังกล่าวหมุนรอบจุด O ด้วย
ความเร่งเชิงมุม α ⃑ ดังรูปด้านล่าง


พิจารณาการเคลื่อนที่ในแนวเส้นสัมผัส

จะได้	                     ΣFt⃑	= mat⃑


	                   Fsinθ	= mrα

	                  rFsinθ	= mr²α

	                    r×⃑F	⃑= mr²α
⃑

พิจารณาในกรณีที่มีมวลหลายๆ ก้อน

จะได้	                   Σr×⃑F	⃑= Σmr²α
⃑

เนื่องจากวัตถุแข็งเกร็งจะมีความเร่งเชิงมุมเท่ากันทุกๆ ก้อน

จะได้ 	                   Σr×⃑F	⃑= (Σmr²)α
⃑
 	                     Στ	⃑ = Iα	⃑     ; τ ⃑= r×⃑F ⃑and I = Σmr²


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

m

F ⃑

r ⃑
O

θ

F ⃑ α⃑
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





 ทอร์ก และโมเมนต์ความเฉื่อย


ทอร์ก (Torque : τ ⃑〚N·m, kg·m²/s²〛)                             


                             τ	⃑ = r×⃑F
⃑
F ⃑คือ แรงที่มากระทำกับวัตถ
ุ
r ⃑คือ เวกเตอร์ที่ชี้จากจุดหมุนไปยังตำแหน่งที่แรง F ⃑มากระทำ


โมเมนต์ความเฉื่อย (Moments of Inertia : I 〚kg·m²〛)


กรณีจุดมวล                    I	= Σmr²

กรณีวัตถุรูปทรงใดๆ              I	= ∫r²dm


m คือ มวลของวัตถ
ุ

dm คือ ส่วนเล็กๆ มวลวัตถุ  จนประมาณได้ว่าเป็นจุดมวล

r คือ ระยะห่างจากแกนหมุน


ในการอินทิเกรตอาจจะต้องมีการเปลี่ยนมวลเล็กๆ dm ให้อยู่ในรูปของความหนาแน่น  
λ, σ หรือ ρ ขึ้นอยู่กับลักษณะของมวล dm ดังนี้


1-D ความหนาแน่นเชิงเส้น        λ	=   ; dℓ คือ ความยาวของมวล dm


2-D ความหนาแน่นเชิงพื้นที่       σ	=   ; dA คือ พื้นที่ของมวล dm


3-D ความหนาแน่นเชิงปริมาตร    ρ	 =   ; dV คือ ปริมาตรของมวล dm


กฎนิวตันในเชิงมุม              Στ	⃑= Iα
⃑




dm
dℓ
dm
dA
dm
dV

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.123 Challenge

จากรูปด้านล่าง  จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยเมื่อ


a) แกน x เป็นแกนหมุน?

b) แกน y เป็นแกนหมุน?

c) แกน z เป็นแกนหมุน?


Answer : a) 2mb², b) 2Ma² and c) 2(Ma² +mb²)




\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

y

x

m

m

b

b

MM a
a
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.124 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของแท่งวัตถุมวล M กระจายสม่ำเสมอยาว L และมีแกนหมุน
ผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูปด้านล่าง?


Answer : 





1
12 ML²

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

y (แกนหมุน)

x
L/2-L/2 dx

x

dm = λdx
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.125 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของแท่งวัตถุมวล M กระจายสม่ำเสมอยาว L และมีแกนหมุน
อยู่ที่ปลายวัตถุดังรูปด้านล่าง?


Answer : 





1
3 ML²

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

y (แกนหมุน)

x
Ldx

x

dm = λdx
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.126 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของแผ่นวัตถุมวล M กระจายสม่ำเสมอ  กว้าง a ยาว b 
และมีแกนหมุนผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูปด้านล่าง?


Answer : 





1
12 M(a² + b²)

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

แกนหมุน

x

b

dm = σdA ; กว้าง dy ยาว dx

y

a
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.127 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของวัตถุทรงกระบอกบางมวล M กระจายสม่ำเสมอ รัศมี R 
และมีแกนหมุนผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูปด้านล่าง?


Answer : MR²
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แกนหมุน

dm

R
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.128 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของวัตถุทรงกระบอกกลวงมวล M กระจายสม่ำเสมอ รัศมี
ด้านใน r  รัศมดี้านนอก R และมีแกนหมุนผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูปด้านล่าง?


Answer : M(r² + R²)





1
2

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

แกนหมุน

dm = ρdV ; หนา dx

r
R

x

h
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.129 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของวัตถุทรงกระบอกตันมวล M กระจายสม่ำเสมอ รัศมี R 
และมีแกนหมุนผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูปด้านล่าง?


Answer : MR²





1
2

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

แกนหมุน

dm = ρdV ; หนา dr

R
r

h
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.130 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของวัตถุทรงกลมบางมวล M กระจายสม่ำเสมอ รัศมี R และ
มีแกนหมุนผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูปด้านล่าง?


Answer : MR²





2
3

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

แกนหมุน

dm = σdA

วงแหวนรัศมี r

หนา ds = Rdθ

R

θ

r

R
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.131 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของวัตถุทรงกลมตันมวล M กระจายสม่ำเสมอ รัศมี R และมี
แกนหมุนผ่านจุดศูนย์กลางมวล (Hint : ทรงกลมบางๆ รัศมี r หนา dr มีปริมาตร
เป็น dV = 4πr²dr  เมื่อซ้อนกันจากรัศมี r = 0 ไปจนถึงรัศมี r = R  จะได้เป็น

ทรงกลมตันรัศมี R  และโมเมนต์ความเฉื่อยของทรงกลมบางเท่ากับ MR²)?


Answer : MR²





2
3

2
5

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.132 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของแท่งวัตถุยาว L และมีแกนหมุนอยู่ที่ปลายวัตถุดังรูปด้าน
ล่าง  ถ้าความหนาแน่นเชิงเส้นของวัตถุเป็นไปตามสมการ λ = αx⁻² เมื่อ α เป็นค่า
คงที่ซึ่งมากกว่าศูนย์?


Answer : αL





\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

y (แกนหมุน)

x
Ldx

x

dm = λdx = αx⁻²dx
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.133 Challenge

มวล m และ 3m ห่างกันเป็นระยะ d วางตัวอยู่บนแกน x  มีจุดศูนย์กลางมวลของ
ระบบอยู่ที่จุดกำเนิด  ถ้ามีแรง F มากระทำกับมวล m ในทิศขนานกับแกน z ทำให้
วัตถุทั้งสองหมุนรอบแกน y  จงหาความเร่งเชิงมุมของระบบมวลนี้?


Answer : 





F
md
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


	 พิจารณาวัตถุมวล M ซึ่งมีโมเมนต์ความเฉื่อยรอบแกนหมุนซึ่งผ่าน
จุดศูนย์กลางมวลเป็น I₀  โดยตำแหน่งของจุดศูนย์กลางมวลอยู่ที่จุด (0, 0, 0)


จะได้	              I₀	= Σmr²


พิจารณาแกนหมุนซึ่งเลื่อนขนานจากเดิมออกมาเป็นระยะ d


จะได้ 	              I	 = Σm(r ± d)²


 	              I	 = Σmr² ± 2Σmrd + Σmd²


 	              I	 = I₀ ± 2Σmrd + Σmd²	 	 ; I₀ = Σmr²


 	              I	 = I₀ ± 2dΣmr + (Σm)d²		 ; d คงที่


 	              I	 = I₀ ± 2dΣmr + Md²	 	 ; M = Σm


 	              I	 = I₀ ± 2dMrcm + Md²	 	 ; rc⃑m = 


 	              I	 = I₀ + Md²	 	 	 ; rc⃑m = 0





 ทฤษฎีแกนขนาน (Parallel-Axis Theorem)


   	              I	 = I₀ + Md²

I คือ โมเมนต์ความเฉื่อยรอบแกนหมุนใหม่ซึ่งเลื่อนขนานมาจากเดิม

I₀ คือ โมเมนต์ความเฉื่อยรอบแกนหมุนซึ่งผ่านจุดศูนย์กลางมวล

M คือ มวลของวัตถ
ุ
d คือ ระยะซึ่งเลื่อนขนานจากจุดศูนย์กลางมวลของแกนหมุน





Σmr ⃑
M
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.134 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของแท่งวัตถุมวล M กระจายสม่ำเสมอยาว L และมีแกนหมุน
อยู่ที่ปลายวัตถุดังรูปด้านล่าง  เมื่อโมเมนต์ความเฉื่อยขณะที่แกนหมุนผ่านจุดศูนย์กลาง

มวลเท่ากับ ?


Answer : 





\Pinfist\roblem 7.135 Challenge

จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของวัตถุซึ่งประกอบด้วยทรงกระบอกตันมวล M กระจาย
สม่ำเสมอ รัศมี R และแท่งวัตถุมวล M กระจายสม่ำเสมอ ยาว 4R ดังรูปด้านล่าง?


Answer : MR²





1
12 ML²

1
3 ML²

185
6
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R
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.136 Challenge

แท่งวัตถุสามแท่ง  แต่ละแท่งยาว L มวล M กระจายสม่ำเสมอวางตัวอยู่บนแกน x, 
y และ z ถ้าวัตถุทั้งสามหมุนรอบแกนหมุนซึ่งขนานกับแกน y  และอยู่ที่ปลายวัตถุซึ่ง
วางอยู่บนแกน x  ดังรูปด้านล่าง  จงหาโมเมนต์ความเฉื่อยของระบบดังกล่าว?


Answer : 





11
12 ML²
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.137 Challenge

วัตถุมวล M₁ และ M₂ วางอยู่บนพื้นซึ่งเอียงทำมุม θ กับแนวราย  โดยมวลทั้งสอง
ผูกติดกันด้วยเชือกมวลน้อยมากๆ คล้องผ่านรอกทรงกระบอกตันมวล m กระจาย
สม่ำเสมอ รัศมี r  ดังรูปด้านล่าง  ถ้า M₁ > M₂ และพื้นเอียงไม่มีแรงเสียดทาน จง
หาขนาดความเร่งของระบบ?
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : ( )g








 เงื่อนไขของสมดุล

สมดุลการเคลื่อนที่ (Translational Equilibrium)

	 	       a ⃑= 0	 หรือ	 ΣF ⃑= 0


สมดุลการหมุน (Rotational Equilibrium)

	 	       α ⃑= 0	 หรือ	 Στ ⃑= 0





M₁ - M₂sinθ

M₁ + M₂ +  12 m
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


พิจารณา	     W	= ∫F·⃑dr
⃑

	      W	= ∫F·⃑ds	⃑	 	 ; dr ⃑= ds	⃑ 


	      W	= ∫(Fsinφ)(rdθ)	 	 ; ds = rdθ


	      W	= ∫rFsinφdθ


             W	= ∫(r×⃑F)⃑·dθ	⃑ 	 ; r×⃑F ⃑= rFsinφ


	      W	= ∫τ·⃑dθ	⃑	 	 ; τ ⃑= r×⃑F
⃑

	     ΣW	= ∫Στ·⃑dθ
⃑

	     ΔK	= ∫Iα·⃑dθ	⃑ 	 ; ΣW = ΔK and Στ ⃑= Iα
⃑

	     ΔK	= ∫I ·dθ	⃑ 	 ; α ⃑= 


	     ΔK	= ∫Iω⃑·dω⃑	 	 ; ω⃑ = 


        Kf - Ki	= Iωf² - Iωi²


∴            Kr	= Iω²


dω⃑
dt

dω⃑
dt
dθ⃑
dt

1
2

1
2

1
2
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


จากกำลังเฉลี่ย                        ℘av	= 


กำลัง ณ เวลาใดๆ                      ℘	= 


กำลังในกรณีวัตถุมีอัตราเร็วเชิงมุมคงที่       ℘	=  = τ·⃑ω⃑





 งาน พลังงานจลน์ และกำลังในการหมุน

งานในการหมุน (Rotational Work : W 〚J, kg·m²/s²〛)


                             W	= ∫τ·⃑dθ
⃑
τ ⃑คือ ทอร์ก

dθ ⃑คือ การกระจัดเชิงมุมส่วนเล็กๆ


พลังงานจลน์ในการหมุน (Rotational Kinetic Energy : Kr 〚J, kg·m²/s²〛)


                             Kr	= Iω²

I คือ โมเมนต์ความเฉื่อย

ω คือ อัตราเร็วเชิงมุม


กำลังในการหมุน (Rotational Power : ℘ 〚W, kg⋅m²/s³〛)


กำลังเฉลี่ย                           ℘av	= 


กำลัง ณ เวลาใดๆ                      ℘	= 


กำลังในกรณีวัตถุมีความเร็วเชิงมุมคงที่       ℘	=  = τ·⃑ω⃑




ΔW
Δt
dW
dt

τ⋅⃑ dθ⃑dt

1
2

ΔW
Δt
dW
dt

τ⋅⃑ dθ⃑dt

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา



7 - 
157

การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.138 Challenge

ลูกข่างมีโมเมนต์ความเฉื่อย I มีเชือกมวลเบามากๆ พันอยู่รอบลูกข้างซึ่งประมาณได้
ว่าลูกข่างมีรัศมี r  ซึ่งเดิมอยู่นิ่ง  ถ้าดึงเชือกด้วยแรง F ตามแนวเส้นสัมผัสของผิวข้าง
ลูกข่าง ทำให้ลูกข่างหมุนได้ N รอบ  ลูกข่างหมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุมเท่าใด?


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.139 Challenge

มอเตอร์ไฟฟ้าให้กำลังเฉลี่ย P กับล้อทรงกระบอกตันมวล M กระจายสม่ำเสมอรัศมี 
R ทำให้ล้อดังกล่าวมีอัตราเร็วเฉลี่ยขนาด v  ล้อดังกล่าวจะเคลื่อนที่ได้ระยะทาง
เท่าใด?


Answer : 




4πrNF
I

Mv³
4P
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.140 Challenge

แผ่นจานแข็งเกร็งน้ำหนัก W  รัศมี r หมุนจากหยุดนิ่งด้วยแรง F  ซึ่งแรงดังกล่าว
มากระทำที่ขอบด้านนอกของแผ่นจาน โดยกระทำตามแนวเส้นสัมผัสของแผ่นจาน  
เมื่อเวลาผ่านไป t  พลังงานจลน์ของจานดังกล่าวจะมีขนาดเท่าใด?


Answer : 




F²t²g
W
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.141 Challenge

จากรูปด้านล่างถ้ารอกประมาณได้ว่าเป็นทรงกระบอกตันมวล m กระจายสม่ำเสมอ
รัศมี r  และมวล m₂ > m₁  จึงทำให้มวล m₂ เคลื่อนที่ลงและมวล m₁ เคลื่อนขึ้น  
ถ้าเริ่มต้นมวล m₁ และ m₂ อยู่ที่ระดับเดียวกัน  ถ้ารอกไม่มีความฝืด  จงหาว่าเมื่อ
มวล m₂ มีระดับต่ำกว่ามวล m₁ เป็นระยะ 2h  วัตถุทั้งสองจะมีความเร็วขนาด
เท่าใด  และรอกจะหมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุมขนาดเท่าใด?


Answer : v =  and ω = 





2(m₂ - m₁)gh

m₁ + m₂ +  m2

1
r

2(m₂ - m₁)gh

m₁ + m₂ +  m2
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.142 Challenge

แท่งวัตถุมวล M มีความหนาแน่นคงที่ ยาว L  ถูกปล่อยให้หมุนลงมาจากหยุดนิ่ง  
โดยจุดหมุนไม่มีความฝืด  ดังรูปด้านล่าง  เมื่อแท่งวัตถุหมุนมายังตำแหน่งต่ำสุด  
ความเร็วที่จุดศูนย์กลางมวลของวัตถุจะมีขนาดเท่าใด?


Answer : vcm = 




3gL
2
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.143 Challenge

ทรงกระบอกแบนมวล M มีความหนาแน่นคงที่ รัศมี R  ถูกปล่อยให้หมุนลงมาจาก
หยุดนิ่ง  โดยจุดหมุนไม่มีความฝืด  ดังรูปด้านล่าง  ส่วนที่มีอัตราเร็วมากที่สุดของ
วัตถุจะมีขนาดเท่าใด?


Answer : 4 





gR
3
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.144 Challenge

จากรูปด้านล่าง  ถ้าประมาณได้ว่ารอกเป็นกระบอก  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานจลน์
ระหว่างพื้นกับมวล M₂ เท่ากับ μ และวัตถุเริ่มเคลื่อนที่จากหยุดนิ่ง  เมื่อมวล M₂ 
เคลื่อนที่ได้เป็นระยะ x มวล M₂ จะมีความเร็วขนาดเท่าใด?


Answer : 





4gx(M₁ - μM₂)

2(M₁ + M₂) + m(1 +  r²
R² )
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





 การเคลื่อนที่แบบกลิ้งของวัตถุแข็งเกร็ง

การเคลื่อนที่แบบกลิ้งของวัตถุแข็งเกร็ง คือ การที่วัตถุแข็งเกร็งมีการเคลื่อนที่และหมุน
เกิดขึ้นพร้อมกัน  ดังนั้นการวิเคราะห์การเคลื่อนที่แบบนี้จะต้องวิเคราะห์ข้อมูลการ
เคลื่อนที่ในเชิงเส้นและเชิงมุมร่วมกัน  เช่น การคิดพลังงานจลน์ของวัตถุจะต้องคิด
พลังงานจลน์ของการเคลื่อนที่ของจุดศูนย์กลางมวล (Kt)  และพลังงานจลน์ของการ
หมุนรอบแกนหมุน (Kr) รวมกัน


                     K 	= Kt + Kr


                     K 	= mvcm² + Iω²







\Pinfist\roblem 7.145 Challenge

ล้อรัศมี r กลิ้งโดยไม่ไถลด้วยความเร็วที่ศูนย์กลางมวลเท่ากับ v ในทิศขนานกับพื้น
ดังรูปด้านล่าง  จงหาขนาดความเร็วที่จุด A, B, C และ D?


1
2

1
2
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : |vA⃑| = 0, |vB⃑| = v, |vC⃑| = 2v and |vD⃑| = v





2 2
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.146 Challenge

วัตถุทรงกระบอกตันมวล M กระจายสม่ำเสมอ รัศมี R  ถูกปล่อยจากหยุดนิ่งให้กลิ้ง
โดยไม่ไถลลงมาตามแนวพื้นเอียงซึ่งเอียงทำมุม θ กับแนวระดับ  ถ้าพื้นไม่มีแรง
เสียดทาน  เมื่อวัตถุเคลื่อนที่ลงมาเป็นระยะทาง x  วัตถุจะมีความเร็วขนาดเท่าใด?


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.147 Challenge

วัตถุทรงกลมตันมวล M กระจายสม่ำเสมอ รัศมี R  ถูกปล่อยจากหยุดนิ่งให้กลิ้งโดย
ไม่ไถลลงมาตามแนวพื้นเอียงซึ่งเอียงทำมุม θ กับแนวระดับ  ถ้าพื้นไม่มีแรงเสียด
ทาน  เมื่อวัตถุเคลื่อนที่ลงมาเป็นระยะทาง x  วัตถุจะมีความเร็วขนาดเท่าใด?


Answer : 





4gxsinθ
3

10gxsinθ
7
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.148 Challenge

เชือกเบาพันรอบทรงกระบอกตันรัศมี R มวล M กระจายสม่ำเสมอ  เมื่อทรงกระบอก
ดังกล่าวถูกปล่อยลงมาจากหยุดนิ่งตามแนวดิ่งโดยปลายเชือกด้านบนถูกตรึงไว้อยู่กับที่ 
ดังรูปด้านล่าง  จงหาอัตราเร็วของจุดศูนย์กลางของทรงกระบอกดังกล่าวเมื่อทรง
กระบอกเคลื่อนที่ลงมาเป็นระยะ h?


Answer : 





4gh
3
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.149 Challenge

ทรงกลมตันรัศมี r มวล m กระจายสม่ำเสมอ  ถูกปล่อยจากหยุดนิ่งให้กลิ้งโดยไม่
ไถลในชามครึ่งทรงกลมรัศมี R  ดังรูปด้านล่าง  จงหาอัตราเร็วเชิงมุมของทรงกลมตัน
เมื่อทรงกลมตันอยู่ที่ก้นชามครึ่งทรงกลม (ตอบในรูป M, r, R, g และ θ)?


Answer : 





10g(R - r)(1 - cosθ)
7r²
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θ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.150 Challenge

แผ่นจานวงกลมมวล M กระจายสม่ำเสมอ รัศมี R  ถูกปล่อยจากหยุดนิ่งให้กลิ้งลงมา
ตามแนวพื้นเอียงซึ่งเอียงทำมุม θ กับแนวระดับ

a) เมื่อพื้นไม่มีความเสียดทาน จงหาขนาดความเร่งของวัตถุ?

b) สัมประสิทธิ์ความเสียดทานระหว่างพื้นกับวัตถุต้องเป็นเท่าใด วัตถุจึงกลิ้งรอบ
จุดศูนย์กลางมวลด้วยความเร่งเท่ากับข้อ a)?


Answer : a) gsinθ and b) tanθ




2
3

1
3
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.151 Challenge

ออกแรง F กระทำกับทรงกระบอกตันรัศมี R มวล M กระจายสม่ำเสมอ ให้กลิ้งโดย
ไม่ไถลไปตามพื้นในแนวระดับ (พื้นไม่ลื่น)  ดังรูปด้านล่าง  จงหา


a) ความเร่งที่จุดศูนย์กลางมวลของทรงกระบอกตัน?

b) ขนาดของแรงเสียดทาน?

c) ขนาดความเร็วที่จุดศูนย์กลางมวลของทรงกระบอกตัน  เมื่อทรงกระบอกดังกล่าว
กลิ้งไปเป็นระยะทาง d  (เริ่มเคลื่อนที่จากหยุดนิ่ง)?


\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา
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F
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : a) , b)  and c) 





4F
3M

F
3

8Fd
3M
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


พิจารณา		     Στ	⃑ = Iα
⃑

	 	     Στ	⃑ = I 


	 	     Στ	⃑ = 


	 	     Στ	⃑ = 	 	 ; L ⃑= Iω⃑


	 	   Σr×⃑F	⃑= 


	 	 Σr×⃑ 	 = 


พิจารณา         	= r×⃑  + ×p
⃑

                 r×⃑ 	 =  - ×p
⃑

∴    Σ(  - ×p)⃑	 = 


               Σ 	= 	 	 ; วัตถุแข็งเกร็ง  = 0


∴                    L	⃑= r×⃑p
⃑




dω⃑
dt

dIω⃑
dt
dL ⃑
dt
dL ⃑
dt

dp ⃑
dt

dL ⃑
dt

d(r×⃑p)⃑
dt

dp ⃑
dt

dr ⃑
dt

dp ⃑
dt

d(r×⃑p)⃑
dt

dr ⃑
dt

d(r×⃑p)⃑
dt

dr ⃑
dt

dL ⃑
dt

d(r×⃑p)⃑
dt

dL ⃑
dt

dr ⃑
dt
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)





 โมเมนตัมเชิงมุม (Angular Momentum)

โมเมนตัมเชิงมุม (Angular Momentum ; L ⃑〚kg⋅m²/s〛)  คือ  ปริมาณทางฟิสิกส์
เชิงเวกเตอร์ซึ่งบอกถึงความสามารถในหมุนรอบแกนหมุนของวัตถุ


        	 L ⃑= Iω⃑ = r×⃑p	⃑  และ	 Στ ⃑= 	 


I คือ โมเมนต์ความเฉื่อย

ω⃑ คือ อัตราเร็วเชิงมุม

r ⃑คือ เวกเตอร์ที่ชี้จากแกนหมุนไปยังตำแหน่งของวัตถ
ุ
p ⃑คือ โมเมนตัมเชิงเส้น

τ ⃑คือ ทอร์ก

t คือ เวลา







\Pinfist\roblem 7.152 Challenge

จานทรงบอกตันมวล M กระจายสม่ำเสมอรัศมี R  มีความเร็วที่ขอบนอกสุดของจาน
ขนาด v  ในทิศตามแนวเส้นสัมผัสของจาน  จงหาขนาดโมเมนตัมเชิงมุมของจานดัง
กล่าว?


Answer : 





dL ⃑
dt

1
2 MRv
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.153 Challenge


จงแสดงว่า Kr =   เมื่อ Kr คือ พลังงานจลน์ในการหมุน, L ⃑คือ โมเมนตัม
เชิงมุม และ I คือ โมเมนต์ความเฉื่อย?


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.154 Challenge

จงหาโมเมนตัมเชิงมุมของอนุภาคเทียบกับจุด 1.0  - 1.0  m  เมื่ออนุภาคมีมวล 

0.50 kg  อยู่ที่ตำแหน่ง 2.0  + 1.0  m และมีความเร็ว 4.0  + 2.0  m/s?


Answer : -3.0  kg⋅m²/s





|L|⃑²
2I

|L|⃑²
2I

i˄ j˄

i˄ j˄ i˄ j˄

k˄
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.155 Challenge

วัตถุถูกแรงกระทำจนทำให้เกิดทอร์กตามสมการ τ ⃑= 2(t + 1)  เมื่อ t คือ เวลา
ในหน่วย s  และ τ ⃑คือ ทอร์กในหน่วย N⋅m  ถ้าเวลาผ่านไป 2 s  โมเมนตัม
เชิงมุมของวัตถุจะเปลี่ยนไปเท่าใด?


Answer : 8  kg⋅m²/s




\Pinfist\roblem 7.156 Challenge

วัตถุมวล 2.00 kg  มีสมการของตำแหน่งเป็น  r ⃑= 5.00  + 5.00t  m  เมื่อ 
t คือ เวลาในหน่วย s  จงหาโมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุที่เวลาใดๆ?


Answer : 50.0  kg⋅m²/s





k˄

k˄

i˄ j˄

k˄
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.157 Challenge

วัตถุมวล m ผูกด้วยเชือกมวลเบามากยาว ℓ  ถ้าแกว่งวัตถุให้หมุนเป็นวงกลม
สม่ำเสมอในแนวระดับ  โดยเชือกเอียงทำมุมคงที่ θ เทียบกับแนวดิ่ง  จงหาขนาด
โมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุดังกล่าว?


Answer : 





m²gℓ³sin³θtanθ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.158 Challenge

โยนวัตถุเล็กๆ มวล m  ด้วยความเร็วต้นขนาด u  ทำมุม θ กับแนวระดับ  เมื่อวัตถุ
เคลื่อนที่ไปถึงจุดสูงสุด   วัตถุจะมีขนาดของโมเมนตัมเชิงมุมเทียบกับตำแหน่งที่โยน
วัตถุเป็นเท่าใด?
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


Answer : 





mu³sin²θcosθ
2g
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


พิจารณาในกรณี       Στ	⃑= 0


                    	= 0


แสดงว่า              ΣL	⃑= คงที่


∴                  ΣLf⃑ 	= ΣLi⃑





 การอนุรักษ์โมเมนตัมเชิงมุม

เมื่อทอร์กลัพธ์ที่กระทำกับระบบเป็นศูนย์ (ระบบอยู่ในสมดุลการหมุน)  โมเมนตัม
เชิงมุมรวมของระบบจะอนุรักษ์  (โมเมนตัมเชิงมุมรวมของระบบจะคงที่ตลอดเวลา)  
เขียนเป็นสมการได้ดังนี
้

	 	 เมื่อ Στ ⃑= 0   จะได้ว่า  ΣLf⃑ = ΣLi⃑


Στ ⃑คือ ทอร์กลัพธ์ของระบบ

ΣLf⃑ คือ โมเมนตัมเชิงมุมรวมของระบบในตอนสุดท้ายที่พิจารณา

ΣLi⃑ คือ โมเมนตัมเชิงมุมรวมของระบบในตอนเริ่มต้นที่พิจารณา


หนึ่งในรูปแบบปัญหาที่นิยมใช้การอนุรักษ์เชิงมุมมาแก้ปัญหา คือ ปรากฏการณ์ที่
ระบบมีการเปลี่ยนรูปร่างตัวเองโดยไม่มีแรงจากภายนอกมากระทำ





dL ⃑
dt
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.159 Challenge

วัตถุโมเมนต์ความเฉื่อย I₁ หมุนด้วยอัตราเร็วเชิงมุมคงที่ ω  ถ้าเติมโมเมนต์
ความเฉื่อยเพิ่มเข้าไปในระบบเพิ่มขึ้นอีก I₂  โดยทอร์กยังคงเป็นศูนย์  ระบบจะมี
อัตราเร็วเชิงมุมขนาดเท่าใด? 


Answer : 




\Pinfist\roblem 7.160 Challenge

ระบบอนุภาคสองอนุภาคประกอบด้วยอนุภาคมวล m อยู่ที่ตําแหน่ง (-d, 0, 0) และ
มวล 4m อยู่ที่ตําแหน่ง (4d, 0, 0) ระบบนี้หมุนรอบแกน y ด้วย ความเร็วเชิงมุม
ขนาด ω  ถ้ามวล 4m ขยับเข้ามาอยู่ที่ตําแหน่ง (d, 0, 0)  ความเร็วเชิงมุมของ
ระบบนี้จะมีขนาดเป็นเท่าใด? 


Answer : 13ω





I₁ω
I₁ + I₂
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.161 Challenge

นิสิตคนหนึ่งนั่งอยู่บนเก้าอี้ซึ่งหมุนได้คล่องโดยไม่มีความฝืด ขณะที่นิสิตคนนี้นั่งกอดอก
และหมุนเก้าอี้ดังกล่าว  ถ้านิสิตคนนี้กางแขนออกเก้าอี้จะหมุนช้าลงหรือเร็วขึ้น? 


Answer : หมุนช้าลง
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.162 Challenge

ปาก้อนดินน้ํามันเล็กๆ มวล 10.0 g  ด้วยอัตราเร็ว 5.00 m/s เข้าหาจานหมุนทรง
กระบอกตันในแนวเส้นสัมผัสวงกลม   โดยจานหมุนสามารถหมุนได้โดยไม่มีความ
ฝืดรอบแกนหมุนซึ่งผ่านศูนย์กลางมวลและตั้งฉากกับระนาบของจานหมุน  ถ้าจานหมุน
มีมวล 1.00 kg  กระจายสม่ำเสมอ  รัศมี 0.500 m  และเริ่มต้นจากหยุดนิ่ง 
ถ้าก้อนดินน้ํามันนี้ไปติดอยู่ที่ขอบของจานหมุนดังกล่าวพอดี  จงหาขนาดของอัตราเร็ว
เชิงมุมของจานหมุนภายหลังจากที่ดินน้ำมันติดไปกับจานหมุน?


Answer : 0.196 rad/s
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.163 Challenge

ยิงวัตถุเล็กๆ มวล m  ด้วยอัตราเร็ว u  เข้าชนปลายแท่งวัตถุมวล M ยาว ℓ  หลัง
การชน  มวล m ติดไปกับปลายแท่งวัตถุ  ทำให้วัตถุหมุนรอบจุดศูนย์กลางมวล  
ของแท่งวัตถุดังกล่าว  พลังงานจลน์ของระบบเปลี่ยนแปลงไปเท่าใด?


Answer : - 





mMu²
2(3m + M)
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)




\Pinfist\roblem 7.164 Challenge

ยิงวัตถุเล็กๆ มวล m  ด้วยอัตราเร็ว u  เข้าชนปลายด้านล่างของแท่งวัตถุมวล M 
ยาว ℓ  ซึ่งมีจุดหมุนอยู่ที่ปลายด้านบนของแท่งวัตถุ  หลังการชน  มวล m ติดไปกับ
ปลายด้านล่างของแท่งวัตถุ หลังจากการชนวัตถุจะหมุนทำมุมได้มากที่สุดเท่าใด?


Answer : cos⁻¹(1 - )





3m²u²
(3m + M)(2m + M)gℓ
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


การเคลื่อนที่ของลูกข่าง (The Motion of Tops)

	 พิจารณาลูกข่างมวล m ซึ่งปลายของลูกข่างอยู่ที่จุดกำเนิด ลูกข่างดังกล่าวมี
เวกเตอร์บอกตำแหน่งของจุดศูนย์กลางมวลเป็น r ⃑ หมุนรอบตัวเองด้วยอัตราเร็วเชิงมุม 
ω และหมุนควง (Precession) รอบแกน z  ด้วยอัตราเร็วเชิงมุม ωp ดังรูปด้านล่าง


	 จะได้         φ	= 


	              φ	 = 	 	 	 ; L ⃑มีทิศเดียวกับ r ⃑


	 เมื่อพิจารณาการเปลี่ยนแปลงในช่วงมุม φ น้อยๆ (ωp ≪ ω)                           


    	 จะได้        dφ	≈ 


                    	≈                  


|Δr|⃑
|r|⃑
|ΔL|⃑
|L|⃑

|dL|⃑
|L|⃑

dφ
dt

1
|L|⃑

|dL|⃑
dt
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L ⃑= Iω⃑

y

x

z

mg

ri⃑ 

n

ω

ωp

rf⃑ 

φ 
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การเคลื่อนที่ในสองมิติ (Motion in Two Dimension)


                    ωp	 ≈ 	 	 ; ωp =  และ τ ⃑= 


                    ωp	 ≈ 	 ; |τ|⃑ = |r×⃑mg|⃑ และ L = Iω


	 ∴           ωp	∝ 


	 ดังนั้น เมื่อลูกข่างหมุนรอบตัวเองด้วยอัตราเร็วเชิงมุมที่มากขึ้น (ω มากขึ้น)  
ลูกข่างจะหมุนควงด้วยอัตราเร็วเชิงมุมที่น้อยลง (ωp น้อยลง)


	 มีการนำหลักการเดียวกับการเคลื่อนที่ของลูกข่างมาใช้กับ “ไจโรสโคป 
(Gyroscopes)” ดังรูปด้านล่าง


รูปภาพจาก : www.wikipedia.org


	 เมื่อ Rotor หมุนรอบ Spin Axis ทำให้ไจโรสโคปมีโมเมนตัมเชิงมุมใน
ทิศตามแนว Spin Axis  เมื่อมีทอร์กกระทำกับไจโรสโคปจะเกิดการหมุนควงขึ้น  
ทำให้สามารถวิเคราะห์ทิศทางของแรงที่มากระทำกับไจโรสโคปได้  ซึ่งนำไปสู่การ
วิเคราะห์หาทิศทางในการเคลื่อนที่ของไจโรสโคป


|τ|⃑
|L|⃑

dφ
dt

dL ⃑
dt

|r×⃑mg|⃑
Iω

1
ω

\Pinfist\infist : มัธยมศึกษาตอนปลาย และอุดมศึกษา

Gyroscopes Frame Spin Axis

Gimbal

Rotor
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